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Larerstudenters bruk av Monte Carlo-simulering for a lgse
oppgaver om sannsynlighet: En analyse av 16
gruppebesvarelser

Sammendrag

Programmering er tatt inn i den nye leereplanen for matematikk i grunnskolen i Norge.
Det betyr at leererstudenter har behov for a fa erfaring med a lgse matematiske problemer
gjennom programmering. | matematikkfaget pa laererutdanninga for 1.-7. trinn ble det
laga et undervisningsopplegg som omfatta opplering i sannsynlighet og Monte Carlo-
simulering med programmering i Excel med Visual Basic for Applications (VBA).
Arbeidskravet innebar bruk av Monte Carlo-simulering for a lgse Chevalier de Méré-
problemet og Monty Hall-problemet. | etterkant av studentenes arbeid ble det utforma
en NSD-godkjent studie. Utvalget i denne studien er 16 studentgruppers besvarelser pa
arbeidskravet knytta til dette undervisningsopplegget innen dataprogrammering i mate-
matikkfaget. Et funn fra studien er at smafeil kan skape store problemer ettersom mange
studenter ikke klarer & vurdere hvor fornuftige de svarene programmet gir er. | tillegg
gir manglende systematikk feilsvar. Men i de tilfellene der studentene klarer a program-
mere rett, hjelpes de til & lase Chevalier de Méré-problemet. Vi finner ogsa at studentene
kan fa hjelp av manuell Monte Carlo-simulering for & lgse Monty Hall-problemet, gitt
at denne gir tallverdier som ligger naert forventningsverdien (p = 2/3), mens i de tilfel-
lene hvor tallverdiene ligger langt unna forventningsverdien kan det virke forvirrende.
Det er fordeler og ulemper med bade manuell og digital Monte Carlo-simulering, og det
ser ut til at laererstudenter kan ha nytte av a lgse oppgaver ved hjelp av begge metoder.
For & fa det beste laeringsutbyttet er det avgjerende at leereren velger gode og relevante
oppgaver, som gjar at studentene bade ser nytten av simuleringa, og ogsa har en viss
mulighet til & kontrollere svaret, slik at ikke tilfeldighet under simuleringa og program-
meringsfeil bidrar til forvirring.

Ngkkelord: leererstudenter, sannsynlighet, programmering, Monte Carlo-simulering,
Chevalier de Meré-problemet, Monty Hall-problemet
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Student teachers’ use of Monte Carlo simulation to solve
probability problems: An analysis of 16 group answers

Abstract

Programming is included in the new curriculum for mathematics in Norwegian primary
school. This means that student teachers need to gain experience in solving mathe-
matical problems through programming. As a part of the subject of mathematics in the
general teacher education program (grades 1-7), training in probability and Monte Carlo
simulation with programming in Excel with Visual Basic for Applications (VBA) was
included. A mandatory assignment involved the use of Monte Carlo simulation to solve
the Chevalier de Méré problem and the Monty Hall problem. Following the students’
work, an NSD-approved study was designed. The sample in this study is 16 student
teacher groups’ answers to the assignment related to programming and probability in
the subject of mathematics. One finding from the study is that small errors may create
major problems as some student teachers are not able to assess how sensible the answers
that the program provides are. In addition, the lack of systematics gives incorrect
answers. But in those cases where student teachers are able to program correctly, they
are helped to solve the Chevalier de Méré problem. We also find that student teachers
may get help from manual Monte Carlo simulation to solve the Monty Hall problem,
given that it gives numerical values that are close to the expected value (p = 2/3), while
in those cases where the numerical values are far from the expected value it may seem
confusing. There are pros and cons to both manual and digital Monte Carlo simulation,
and it seems that student teachers can benefit from solving problems using both
methods. In order to get the best learning outcome, it is crucial that the teacher chooses
good and relevant tasks, which means that the students both see the benefit of the
simulation, and also have a certain opportunity to check the answer, so that randomness
in the simulation and programming errors do not confuse.

Keywords: student teachers, probability, programming, Monte Carlo simulation,
Chevalier de Méré problem, Mony Hall problem

Bakgrunn og problemstilling

Hasten 2017 starta implementeringa av de 5-arige grunnskolelererutdanningene
i Norge (KD, 2016a, 2016b). Formalet var a sette leererstudentene i stand til a
mgte framtidas leereplaner i skolen. Statsminister Erna Solberg uttalte at forstaelse
for koding og teknologi skal inn i lereplanene allerede pa barneskolen. Det
innebzrer en gkt satsing pa a gi alle elever opplaring i teknologi og program-
mering, for eksempel «a forsta og handtere algoritmisk tenkemate og program-
mering» (Regjeringen, 2017). | de nye lereplanene for grunnskolen, Fagfor-
nyelsen, er dette fulgt opp i flere fag, deriblant matematikk (Udir, 2019a). Under
digitale ferdigheter presiseres det at en mate a utforske og lgse matematiske
problemer pa er ved bruk av regneark, programmering med mer. Lareren og
elevene skal gjennom skoletida veere i dialog om elevers utvikling i program-
mering. Det skal legges grunnlag for denne type tenkning helt fra tidlige trinn,
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samt at programmering er nedfelt i egne kompetansemal fra 6. til og med 10. trinn
i grunnskolen. Fglgende to kompetansemal er relevante for grunnskolelaererut-
danninga for 1.-7. trinn:

Etter 6. trinn skal elevene kunne bruke variabler, lgkker, vilkar og funksjoner i program-
mering til & utforske geometriske figurer og manstre.

Etter 7. trinn skal elevene kunne bruke programmering til a utforske data i tabeller og
datasett.

Matematikkleerere ma bade veere i stand til & vise elever ulike lgsninger pa
statistiske problemer og kunne demonstrere enkle prinsipper for programmering
(Udir, 2019a). Alle studenter pa grunnskolelererutdanninga for 1.—7. trinn har
matematikk som fag, og det er derfor viktig at de far erfaring med a anvende
programmering for & lgse matematikkoppgaver.

Denne artikkelen er basert pa data fra et prosjekt som kobla dataprogram-
mering til matematikkfaget pa leererutdanninga for 1.—7. trinn. Bakgrunnen for
prosjektet var gnsket om a gi studentene et verktgy for a finne svar pa spgrsmal
fra matematikkfaget som det er vanskelig for studentene a lgse analytisk. Det ble
valgt & anvende Monte Carlo-simuleringer for & lere programmering og simu-
lering. Monte Carlo-simulering er et verktgy for a gi svar pa problemer i sann-
synlighet som er kompliserte & lgse eksakt. Man gir en datamaskin sannsyn-
lighetene eller sannsynlighetsfordelinga for enkeltdelene av problemet, og i stedet
for at man regner ut lgsninga, gjer datamaskinen forsgk der utfallene er tilfeldige,
men basert pa sannsynlighetene eller sannsynlighetsfordelinga for de enkelte
hendelsene. Det & leere seg Monte Carlo-simuleringer kan gi studenter flere
fordeler for a laere seg og forsta statistikk (Sigal & Chalmers, 2016; Weltman &
Tokar, 2019). Vi antar at det a skrive litt programkode ogsa kan gi studentene
mulighet til & fa et bedre bilde av hvordan man kan angripe problemlgsings-
oppgaver, samtidig som de far mulighet til & bruke sin digitale kompetanse
praktisk. For eksempel, i stedet for a regne ut sannsynligheten for a fa en dobbelt-
sekser hvis man kaster to terninger, sa kan man programmere datamaskinen til a
kaste to terninger tusen ganger. Vi gir datamaskinen sannsynligheten for a sla 6 i
et tilfeldig terningkast, som er 1/6, men den trenger ikke a fa vite noe mer, for
eksempel det at sannsynlighetene skal multipliseres sammen nar man gjgr to
uavhengige forsgk. Poenget er her at datamaskinen teller opp antall dobbelt-
seksere, som for eksempel kan vare 28 av 1000 ganger, og antall ganger det ikke
blir dobbeltseksere, i stedet for & bruke mer avanserte regneoperasjoner.
Forlgperen til Monte Carlo-simulering ble ferst utvikla og brukt i forbindelse med
det amerikanske atombombeprosjektet under og etter andre verdenskrig, ettersom
det fgrst da var noen som var villige til & betale for tilstrekkelig sterke elektro-
mekaniske datamaskiner, og seinere elektroniske (Eckhardt, 1987; Metropolis,
1987). Monte Carlo er et kodeord siden prosjektet var hemmelig. Monte Carlo-
simuleringer kan i prinsippet gjennomfgres manuelt, for eksempel ved bruk av
terninger, eller automatisk med programmering. Vi antar at det a gjere denne
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typen simuleringer manuelt kan bidra til at studentene enklere forstar hva Monte
Carlo-simulering er og bidra til at studentene forstar hvor arbeidskrevende det er
a gjennomfare tilstrekkelig mange repetisjoner til a fa nok informasjon for a finne
lgsninga pa oppgaven.

Sannsynlighet er et av de omradene som i lgpet av de siste tre tiarene har
kommet inn i leereplanen i matematikk i Norge. Sannsynlighet kom inn i lere-
planen (L97) gjeldende fra 1997 (KUF, 1996) og ble viderefart i leereplanen
(LKO06) som kom i 2006 (Udir, 2006). Et poeng med sannsynlighetsundervisninga
er at elever og studenter skal kunne vurdere sannsynligheter i dagliglivet, og da
vil dette gjerne ta form som uoppstilte problemer. For mange elever og studenter
kan det generelt veere vanskelig & lgse uoppstilte matematikkproblemer eller
problemer formulert med ord (word problems) (Daroczy er al., 2015). Prosjektet
omfatta to problemer. Problem 1 er om man trenger 24 eller 25 kast med to
terninger for & ha over 50 % sannsynlighet for a fa minst én dobbeltsekser. Dette
er kjent som Chevalier de Méré-problemet (Derriennic, 2003; Maxwell, 1999;
Ore, 1960). Det er vanskelig a lgse problemet intuitivt, og manuell kasting av
terninger er tidkrevende. Simulering ved hjelp av dataprogrammering ga laerer-
studentene mulighet for & undersgke hva som skjedde nar de lot dataprogrammet
utfgre mange tusen kast av to terninger. Neermere forklaring av Chevalier de
Méré-problemet kommer etter delen om teoretiske perspektiv og tidligere
forskning.

Problem 2 er et sannsynlighetsparadoks. Bgr man endre det opprinnelige
valget nar man far ny informasjon? Studentene blir presentert for et valg som
allerede er gjort, men far mer informasjon enn den som gjorde valget. Ut fra den
nye informasjonen, sa fikk studentene som oppgave a vurdere om de ville endre
det opprinnelige valget. Sannsynlighetsparadokset vi eksemplifiserte dette med er
kjent som Monty Hall-problemet (Selvin, 1975; Shermer, 2009; Sprenger, 2010).
Det er et kontra-intuitivt problem, og derfor kan muligens Monte Carlo-simu-
lering ha bidratt til at lzererstudentene fikk en forstaelse av hvordan problemet kan
lgses. Neaermere forklaring av Monty Hall-problemet kommer etter delen om
teoretiske perspektiv og tidligere forskning.

Formalet med artikkelen er & undersgke hvordan lzrerstudenter konkluderer
ved lgsing av problemer i sannsynlighet med og uten Monte Carlo-simulering.
Faglaerers retting av besvarelser, far forskningsprosjektet, ga en antakelse om at
programmeringsfeil eller manglende systematikk hadde betydning for lgsning. Pa
bakgrunn av dette er det utforma to problemstillinger for studien:

1. Hvordan influerer programmeringsfeil eller manglende systematikk ved
bruk av Monte Carlo-simulering pa lgsninga av Chevalier de Méré-
problemet?

2. Hvordan konkluderer studentgrupper under lgsninga av Monty Hall-
problemet fgr de lerer Monte Carlo-simulering, og etter? Er det en
forskjell, og i hvilken grad blir studentene hjulpet av Monte Carlo-
simulering?
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Teoretiske perspektiver og tidligere forskning

Forskning papeker at mange studenter oppfatter emner med sannsynlighet og
statistikk som en samling formler de skal pugge (Cheong et al., 2019). Ren
memorering kan ga pa bekostning av det a utvikle forstaelse for faget og det a
veere opptatt av hva som leeres (Gilje et al., 2018). Wood (2005) mener at det a
bruke simulering kan bidra til studentaktive laeringsformer gjennom praktisk
arbeid med statistiske problemer, og at dette igjen kan bidra til utvikling av
studenters forstaelse av hvordan man kan lgse noen statistiske problemer. Sigal
og Chalmers (2016, s. 136) beskriver hvordan «computer-driven activities is an
effective way to help students crystallize their knowledge about abstract statistical
concepts». De mener at praktiske gvelser, for eksempel gjennom Monte Carlo-
simulering, gir studentene bedre muligheter for utvikling av forstaelse sammen-
liknet med pugg av metoder og teorier. Det a utvikle forstaelse av hva som lares
er ogsa et sentralt poeng innen aktuelle perspektiver pa dybdelaring (Gilje et al.,
2018).

Et spgrsmal er om programmering kan bidra til dybdeleering i matematikk —
dybdelaring forstatt som a leere noe sa godt at det fremmer sammenhenger og kan
brukes i nye situasjoner (Udir, 2019c). «Dybdelering innebzrer at elevene
gradvis utvikler sin forstaelse av begreper og sammenhenger innenfor et fag eller
pa tvers av fag» (KD, 2015-20186, s. 33). Blant kjennetegnene er at elevene ser pa
underliggende prinsipper (Sawyer, 2014, s. 5) og kan overfare det de har lert fra
en situasjon til en annen (KD, 2015-2016, s. 33). Slik sett kan muligens oppnadd
dybdelering signaliseres av at elevene kan overfgre det de leerer om program-
mering av en oppgave til en annen, samt se sammenhengen mellom de svarene de
far nar en oppgave lgses analytisk versus nar oppgaven lgses ved hjelp av for
eksempel Monte Carlo-simulering, som er en numerisk metode. Det er flere
matematiske tankeprosesser som ender opp i algoritmer. | skolen gnsker man a la
elevene selv fa komme fram til algoritmen pa bakgrunn av sin forstaelse. Dette
vil tilsvare & utvikle programmene, men ikke omvendt; med andre ord er det
viktige at elevene selv utvikler programmene, ikke at de far dem levert, for at de
skal fa dybdelaring. Samtidig er det som kalles testing og feilsgking (debugging)
en av de viktigste problemlgsende ferdighetene i programmering (Lye & Koh,
2014, s. 58) og noe man kan lere mye av (Lye & Koh, 2014). Lerere bgr ha en
ekstra kompetanse i dette, ettersom de skal hjelpe elever til a finne ut hvorfor
programmene deres ikke virker hvis det er gjort en feil. A kunne foreta en kode-
gjennomgang (code review) er en mate a avdekke feil og utfare kvalitetssikring
pa koding (Indriasari et al., 2020). Kodegjennomgang regnes som en Viktig
ferdighet for programutviklere, fordi kodegjennomgang kan bidra til bedret
kvalitet pa koding (Rigby & Bird, 2013).

I matematikk snakker en gjerne om matematisk intuisjon. Poincaré (1905)
beskriver intuisjon og logikk i matematikk som motsatte tendenser, eller tenkning,
men skriver samtidig at begge typer tenkning er ngdvendige for vitenskapelig
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framgang. Burton (1999, s. 31) intervjuet 70 matematikere, og de fleste av dem
sa pa intuisjon som en ngdvendig komponent for & utvikle kunnskap, uten at de
var presise med hva de mente med intuisjon. Noen sidestilte intuisjon med innsikt,
mens andre mente det var ulike begreper (Burton, 1999, s. 28). Niss og Jensen
(2002, s. 64) tenker ikke pa matematisk intuisjon, som de ogsa tenker pa som
matematisk kreativitet, som en selvstendig kompetanse, men som en kombinasjon
av flere av de andre kompetansene. Samtidig ser det ut som at Niss og Jensen
tenker seg en mye klarere sammenheng mellom formelle resonnementer og intui-
sjon enn det Poincaré gjer, ettersom de tenker seg at resonnementskompetanse
bestar i & kunne tenke ut og gjennomfare formelle resonnementer pa bakgrunn av
intuisjon (Niss & Jensen, 2002, s. 93). Matematisk intuisjon vil vi dermed ikke si
at er presist definert, men det kan sies a veere det a ha en god forstaelse av hvilke
lgsingsmetoder man kan angripe et gitt problem med, og en evne til & vurdere om
svaret en far er rimelig, samt & se sammenhenger mellom de forskjellige temaene.
Det kan muligens se ut som om begrepet dybdelaring innen matematikk kan sees
pa som en formalisering av matematisk intuisjon.

Manuelle kontra programmerte simuleringer

Det kan ogsa vaere noen utfordringer knytta til bruk av Monte Carlo-simulering,
for eksempel nar det gjelder overfaring av prinsipper til den praktiske simu-
leringssituasjonen og nar det gjelder hvordan studentene skal utfgre simuleringa.
Studenter kan oppleve utfordringer knytta til bade manuell simulering og simu-
lering med programmering. Nar det gjelder simulering med programmering, ma
studentene beherske enkel programmering; i dette tilfellet ble regneark brukt. Nar
det gjelder manuell simulering, ma studentene gjere de manuelle simuleringene
mange nok ganger, noe som raskt blir sveert utfordrende.

Scherer et al., (2019) har gjennomfart en metastudie av forskning pa erfaringer
med dataprogrammering. De finner og analyserer 105 aktuelle studier. De mener
at det er kognitive fordeler knytta til a leere dataprogrammering og at dette bidrar
til diskusjon om a forsta dataprogrammering som en form for problemlgsing.

Misoppfatninger knytta til sannsynlighet

Innen sannsynlighet er det flere vanlige misoppfatninger. Her redegjeres det for
de som er mest relevante for denne undersgkelsen. En vanlig misoppfatning er a
tenke seg alle utfall som like sannsynlige, uten & basere seg pa hva som ligger bak
hvert utfall (Fischbein & Schnarch, 1997). Videre er estimering av betinget sann-
synlighet et problem, spesielt hvis det kommer flere opplysninger etter hverandre
I kronologisk rekkefglge (Fischbein & Schnarch, 1997). Dette gir seg utslag i at
nye opplysninger som kommer til etter at det opprinnelige valget er tatt, som for
eksempel dgra som apnes i Monty Hall-problemet, ikke tillegges vekt. En annen
ting er & addere sannsynligheter der det ikke skal gjgres, for eksempel a ansla at
det er 1/6+1/6 sjanse for a fa minst én sekser ved kast av to terninger (Watson,
2005).
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Misoppfatninger i programmering

Nar vi ser pa vanlige misoppfatninger blant nybegynnere i programmering, fokus-
erer vi pa feil som gjer at studentene ikke far opp noen direkte feilmeldinger, men
far et feil svar. Dermed ser vi ikke vanlige syntaksfeil, som faktisk er de mest
vanlige (Qian & Lehman, 2017). Lekkekonstruktet er vanskelig for studenter, og
det er blant annet misforstaelser om hvilke linjer som vil bli repetert (Qian &
Lehman, 2017, s. 1-5; Sleeman et al., 1986). For eksempel, hvis det er flere linjer
i en lgkke, kan noen studenter tro at det bare er den linja som endrer det som star
pa skjermen som gjentas. Nar funksjoner brukes, kan studentene bli forvirret over
hvor parameterverdien kommer fra og hvor dataene skrives til (Qian & Lehman,
2017, s. 1-5; Ragonis & Ben-Ari, 2005). Mange tror at et program er delvis
korrekt hvis noe av koden er skrevet riktig (Kolikant & Mussai, 2008; Lister et
al., 2006; Qian & Lehman, 2017, s. 1-7).

Beskrivelse av arbeidskrav om sannsynlighet med simulering

ProTed — Senter for fremragende laererutdanning ved Institutt for leererutdanning
og skoleforskning ved Universitetet i Oslo, fikk i 2016 i oppdrag fra Kunn-
skapsdepartementet a lede et prosjekt med mal om a finne gode eksempler pa
studieintensive tiltak 1 grunnskolelererutdanningene (ProTed, 2016). Prosjektet
STIL — Studentaktiv leering i lererutdanningene ble initiert. OsloMet var en av de
deltakende leererutdanningsinstitusjonene, og prgvde blant annet ut simulering i
matematikkfaget med forstearsstudenter. Det ble laga et undervisningsopplegg
som omfatta opplering i sannsynlighet, Monte Carlo-simulering med program-
mering i Excel med Visual Basic for Applications (VBA). Studentene fikk et notat
med en introduksjon til Monte Carlo-simulering. Dette inneholdt relevante
eksempler pa programmering i Excel, slik at studentene kunne finne inspirasjon.
Men ingen av eksemplene inneholdt konkret lgsning av Chevalier de Mére- og
Monty Hall-problemene. Det ble ogsa utforma et arbeidskrav til studentene (se
utdrag i vedlegg). Arbeidskravet skulle gjennomfgres som en gruppeoppgave. Det
var fagleerer som retta arbeidskravet med godkjent/ikke godkjent.

Arbeidskravet omfatta to ulike problemer innen sannsynlighet. Arbeidskravet
hadde oppgaver og sparsmal knytta til Chevalier de Méré-problemet og Monty
Hall-problemet. Kravet var utforma slik at studentene skulle finne lgsning med
bruk av intuisjon, altsa nesten uten regning, lgsning gjennom manuell simulering
og med programmering ved bruk av Excel. Det a skrive kode er i utgangspunktet
proseduralt, og spesielt innen Monte Carlo-simulering kan man ofte omformulere
problemet pa en standard mate til programkode. Likevel kreves det en viss
relasjonell forstaelse for a planlegge hvordan man skal skrive koden og hva som
vil vaere mest hensiktsmessig for a lgse det konkrete problemet. I tillegg kan
instrumentell tilneerming til oppgavene gjgre at man ikke oppdager program-
meringsfeil. Det som sarlig krever relasjonell forstaelse, er a kunne vurdere
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svarene. Dermed kan man si at selve programmeringsjobben til en viss grad er
instrumentell, mens svarvurderinga er relasjonell. Svarvurdering var en viktig del
av arbeidskravet.

Chevalier de Méré-problemet

Den ene delen av arbeidskravet omfatta Chevalier de Méré-problemet. | 1654
utvekslet Pierre de Fermat og Blaise Pascal en rekke brev der de diskuterte
sannsynlighetsproblemer den franske hasardspilleren Chevalier de Méré hadde
spurt om (Derriennic, 2003; Maxwell, 1999; Ore, 1960). Blant disse var hvor
mange kast man trenger med to terninger for a ha over 50 % sannsynlighet for a
fa minst én dobbeltsekser. Var det 24 eller 25? Chevalier de Méré inngikk
veddemal om at han vinner (det vil si far tilbake det dobbelte av innsatsen) hvis
han far minst én dobbeltsekser pa 24 kast med to terninger. Ved tap mister han
innsatsen. Men han oppdaget at han tapte pa det i lengden. For & lgse denne
oppgaven kan man se pa den komplementzare hendelsen a ikke fa noen dobbelt-
sekser i det hele tatt pa for eksempel 24 kast. For hvert kast er det kun én av 36

muligheter som gir dobbeltsekser, og dermed er det pa hvert kast ; sjanse for

ikke & fa dobbeltsekser. Denne sjansen ma multipliseres med seg selv 24 ganger
siden vi kaster de to terningene 24 ganger, og dermed har vi regna ut sjansen for
ikke a fa noen dobbeltseksere i det hele tatt. Sammen med sannsynligheten for a
fa minst én dobbeltsekser ma dette bli 1, og vi har dermed at sannsynligheten for

24
minst én dobbeltsekser pa 24 kast er 1 — (%) ~ 0,4914. For 25 kast er sann-

25
synligheten for minst én dobbeltsekser 1 — (;) ~ 0,5055. En vanlig misopp-

fatning er & tro at sannsynligheten er 24-1/36 = 2/3. | det lange lgp er det slik at
man pa enkelte runder med spillet kaster dobbeltsekser flere ganger i lgpet av de
24 kastene. Man vinner selvsagt da den runden, men de ekstra dobbeltsekserne
hjelper ikke for de rundene man ikke fikk noen dobbeltseksere i det hele tatt, og
dermed tapte. Misoppfatninga om at det er 2/3 sannsynlighet tilsvarer at man har
telt disse ekstra dobbeltsekserne med, og fordelt dem utover alle de gangene man
ellers ville tapt. Man kan dermed pa en mate si at problemet viser viktigheten av
a ta hensyn til at tilfeldigheter ikke er jevnt fordelt.

Monty Hall-problemet

Den andre delen av arbeidskravet omfatta Monty Hall-problemet. Dette problemet
ble sendt inn til American Statistician av Steve Selvin (1975). | sin mer moderne
form gar det ut pa at talkshow-verten Monty Hall viser programgjesten tre dgrer
og forklarer at bak den ene er det en bil, mens bak hver av de to andre er det en
geit. Gjesten skal fa velge en dgr, og vinner det som er bak dgra. Etter at gjesten
velger en dgr, apner Monty Hall en av de andre dgrene og viser at bak denne dgra
er det en geit. Gjesten far sa muligheten til & bytte dgr. Bar han bytte der (gitt at
han gnsker a vinne bilen)? (Shermer, 2009)
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En viktig forutsetning for a lgse problemet er antakelsen om at Monty Hall
uansett ma apne en dar, slik at han ikke kan lure gjesten med bare a apne en dar
nar gjesten har valgt riktig dar farste gang. Det er noen vanlige feilsvar i Monty
Hall-problemet. Det ene er at a4 dpne en dgr med en geit bak ikke endrer
sannsynligheten. Et annet feilsvar er a tenke at siden det bare er to derer igjen a
velge mellom etter at verten har apnet en av dgrene, sa er sannsynligheten for a
vinne bilen 1/2.

Nar gjesten velger fgrste gang er det 1/3 sjanse for at han velger dgra med
bilen, og 2/3 sjanse for at han velger en dgr med en geit. Anta na at han valgte en
geit. Da vil han, nar Monty Hall apner dgra med den gjenvarende geita, fa bilen
hvis han bytter der. Dermed er det 2/3 sjanse for & vinne bilen hvis han bytter dar.
| 1/3 av tilfellene vil han bytte vekk fra bilen, nemlig i de tilfellene hvor han starta
med & velge dgra med bilen bak.

Om utvikling av oppgavene som inngikk i arbeidskravet

Det ble formulert tilstrekkelig vanskelige oppgaver til at det var hensiktsmessig
for studentene a bruke manuell simulering eller programmering; samtidig kunne
de, om de ville, regne ut analytisk. Oppgavene kunne lgses numerisk med for-
holdsvis enkel programmering med funksjoner i Excel med programmerings-
spraket VBA som er tilgjengelig i regnearket Excel i Windows-versjonen. Det var
tilstrekkelig at studentene kunne bruke noen utvalgte kommandoer som HVIS og
FOR, samt bruk av makroer i VBA. Her fikk vi inn vilkar i form av HVIS, og
lakker i form av makroene. Dette er relevant for leerere siden det er spesifikt nevnt
i den nye leereplanen (Udir, 2019b). Studentene fikk opplering i Excel og VBA
fra fagleerere med kompetanse i programmering, mens matematikklaererne hadde
ansvaret for ngdvendig opplaring i matematikk. Det ble ogsa laga et notat som
forklarte Monte Carlo-metoden og som inkluderte eksempler pa tilsvarende
problemer.

Chevalier de Méré-problemet skulle i arbeidskravet lgses ved hjelp av Monte
Carlo-simulering programmert i regneark uten at studentene ble tvunget til a gjare
det for hand, men de hadde pa forhand fatt det enklere problemet a finne ut
sannsynligheten for & fa minst én sekser pa fire terningkast. Her kunne de
sammenlikne resultatet fra simuleringa med resultatet fra utregninga for hand, og
pa den maten oppdage eventuelle systematiske feil ved hjelp av en enkel oppgave.

Nar studentene gjorde Monty Hall-problemet skulle de, far de gjorde simu-
leringa, gi argumenter for a bytte eller ikke bytte der, mens de etter simuleringa
skulle vurdere om de ville endre det de tidligere hadde skrevet.

Chevalier de Méré-problemet er forholdsvis enkelt, men det krever forstaelse
av komplementare hendelser. Monty Hall er et sakalt sannsynlighetsparadoks
laga for a forvirre den som skal lgse oppgaven. Ved a utvikle et arbeidskrav der
begge inngar, slik det ble gjort i denne studien, har man to forskjellige typer
problemer som studentene kan se pa i arbeid med sannsynlighetsoppgaver med
0g uten programmering.
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Fagleerers vurdering av studentgruppenes besvarelser av arbeidskravene
Nar det gjelder vurdering av gruppebesvarelsene knytta til Chevalier de Méré-
problemet, vurderte fagleerer i matematikk om studentene hadde programmert
riktig eller galt, og papekte ogsa hva de studentene som ikke hadde fatt rett svar
kunne gjare for a fa det rett. Videre vurderte fagleerer hvordan studentene begrun-
net konklusjonen angaende antall ngdvendige kast.

Nar det gjelder vurdering av gruppebesvarelsene av Monty Hall-problemet,
vurderte faglaerer om besvarelsene hadde riktig konklusjon fer studentene gjorde
Monte Carlo-simuleringa manuelt. Faglarer vurderte ogsa hvilke konklusjoner
studentene trakk etter simulering, og i hvilken grad de endra sine konklusjoner
etter simuleringa. Faglarer la blant annet vekt pa argumentasjon for a bytte der
og eventuell forklaring pa hvorfor svaret ble endra.

Metode

Utvalg

Det var to ulike kull som gjennomfarte arbeidskravet. Et halvt ar etter at siste kull
hadde gjennomfart undervisning og innlevert arbeidskrav gnska forfatterne av
artikkelen & forske pa arbeidskrav og studentenes besvarelser. Vi utvikla en
delstudie og denne inngar i det starre NSD-godkjente prosjektet ILD — Integrerte
leeringsarenaer gjennom digitalisering (Bjarng et al., 2018) som var OsloMet sitt
delprosjekt under STIL. Godkjenninga fra NSD innebarer at studentbesvarelsene
kan forskes pa nar alle studentene pa en gruppe har gitt sitt samtykke til at
gruppebesvarelsen kan brukes.

Det var fem klasser i hvert kull med leererstudenter som fikk undervisning og
som besvarte arbeidskrav om sannsynlighet med simulering. Vi valgte a la to
klasser fra siste kull inngd i studien; dette for a begrense mengden data som skulle
analyseres, samtidig som det sikra variasjon i besvarelsene. De to klassenes
arbeidskrav ble retta av lseereren som hadde utvikla arbeidskravet, og som er
medforfatter av denne artikkelen, og som da ogsa har gitt tillatelse til & bruke
rettingene av besvarelsene som datakilde.

| de to klassene var det totalt 87 studenter fordelt pa 23 grupper. Men for at
gruppebesvarelsen skal analyseres, matte alle studentene i den aktuelle gruppa gi
sitt samtykke. Signert samtykkeerkleaering er mottatt fra samtlige deltakere i 16
grupper, noe som utgjar 60 studenter.

Datakilder og dataanalyse
Denne studien har to datakilder: 1) de innleverte besvarelsene fra 16 student-
grupper, og 2) faglerers retting av besvarelsene.

Studien bruker en kvalitativ tilneerming med gjennomgang og kategorisering
av studentbesvarelsene. Hensikten er a besvare de to problemstillingene.
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Analyse av studentbesvarelser og faglerers rettinger er basert pa en strukturert
tilngerming til & identifisere kategorier i de kvalitative dataene (Thagaard, 1993,
2013). Vi har valgt & gjennomfare en systematisk reduksjon av innhold i data ved
a identifisere temaer og trekke ut meningsfulle tolkninger av disse (Roller, 2019).
Hver gruppebesvarelse med tilhgrende rettinger er a anse som et utskrevet kasus.
Kasusene ble koda og fart inn i to matriser, en for hver oppgave (se tabell 1 og 2
i resultatdelen). Hver gruppebesvarelse ble tildelt en rad, mens deloppgavene er a
finne i hver sin kolonne. For & unnga a miste relevant informasjon mens analysen
pagikk, ble vurdering av studentbesvarelsene koda med korte beskrivelser framfor
tall. I selve analysen samarbeida forfatterne konkret med a se etter interessante
funn i de koda matrisene, for sa a veksle til de utskrevne kasusene, og derigjennom
sikre en helhetlig og felles forstaelse av analysen. En slik veksling er sveert viktig
for & unnga a miste informasjon nar et kvalitativt materiale er koda pa en
kvantitativ mate (Thagaard, 1993). En slik mate a arbeide pa, bidrar til a styrke
studiens reliabilitet og a forebygge tilfeldig og systematisk feilkoding av be-
svarelser. | resultatdelen er deler av analyseprosessen naermere illustrert gjennom
utvalgte eksempler.

Validitet

Det er ikke et tilfeldig utvalg som inngar i studien. Det er en av fire laerere som
retta disse arbeidskravene og som underviste klassene i temaet som er inkludert i
studien. Studien inkluderer likevel sa mange som 60 av 200 studenter pa kullet.
Disse avgrensningene inneberer at det ikke uten videre kan generaliseres funn fra
analysene til a gjelde alle lererstudenter ved studiestedet. Analysene kan likevel
gi en forstaelse av hva studentene far til, og hva de opplever som problematisk.
Disse funnene belyses ut fra aktuell teori og annen forskning.

Nar det gjelder analyser for & identifisere kategorier i kvalitative data (Roller,
2019), har forfatterne diskutert seg fram til og blitt enige om kategorier som er
gyldige beskrivelser av funn i datasettet.

Det kan hende at noen studenter kjente til problemene fra far. Det er en
feilkilde som vi dessverre ikke har mulighet til & kontrollere for. Siden arbeids-
kravet var et gruppearbeidskrav, var det tilstrekkelig at én person pa gruppa enten
forstar eller har sett Monty Hall-problemet far, for at gruppa skal fa rett kon-
klusjon fer de starter simuleringa.

Resultat

| resultatdelen presenteres dataene pa en strukturert mate ved tabeller.
Representative eksempler pa studentsvar vises eller forklares for de enkelte
kategoriene.
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Programmering (Chevalier de Méré-problemet)

Fagleerer vurderte arbeidskravene ut fra om studentene hadde feil i sine program-
mer, samt i hvilken grad eventuell feilaktig konklusjon pa oppgaven hang sammen
med om studentene hadde feil i programmeringa. | tabell 1 er hver gruppe G1-
G16 plassert i en rad. De to gverste radene inneholder tekst som beskriver aktuelle
lgsninger pa de to oppgavene.

Tabell 1. Oversikt over hvordan studentgruppene har lgst Chevalier de Méré-problemet (se beskrivelse
av arbeidskrav i vedlegg)

Studentenes programmering var i det Feil i studentenes programmering
vesentligste uten feil
25 kast gir sannsynlighet Feil svar pga. Feil i begge Feil i kun én deloppgave
over 50 % for minst én tilfeldigheter eller deloppgaver
dobbeltsekser (rett svar, manglende
markert med X) systematikk

G1 24 kast ma til

G2-G3 X

G4 Klarer ikke & bruke det

rette svaret til & se at det
andre svaret ma veere

galtl
G5 26 kast ma til
G6 Liten feil, men sveert
gal konklusjon pga.
denne feilen
G7 28 kast ma til
G8 26 kast ma til
G9-G11 X
G12 Klarer ikke & bruke det
rette svaret til & se at det
andre svaret mé veere
galt2
G13-G16 X

Faglaerer vurderte at 13 av 16 studentgrupper hadde lgst selve programmerings-
delen pa en tilfredsstillende mate (se kolonnene med overskriften «Studentenes
programmering var i det vesentligste uten feil» i tabell 1). Konkret vil det si at de
hadde skrevet kode som viser at de hadde forstatt problemet. Et eksempel pa rett
lgsning er gruppe G186, se figur 1. Det er en forhandsprogrammert makro ved hjelp
av tallene i celle F3—F5 som gir resultatet i celle F6, den sarger i dette tilfellet for
at man far nye tilfeldige tall i kolonne A og B 4000 ganger (tallet i celle F4), og
teller opp antall enere man i lgpet av de 4000 forsgkene har fatt i celle C30.

! Galt ved programmering av sannsynlighet for dobbeltsekser pa 24 kast med to terninger. Riktig ved
programmering av antall kast for & fi sannsynlighet stgrre enn ¥ for minst én dobbeltsekser.
2 Riktig ved programmering av sannsynlighet for dobbeltsekser pa 24 kast med to terninger. Galt ved
programmering av antall kast for & fa sannsynlighet starre enn Y2 for minst én dobbeltsekser.

O. G. Imenes, V. Bjarng & O. E. Hatlevik  12/26 2021©adno.no



Acta Didactica Norden

Figur 1. Eksempel pa riktig lgsning av Chevalier de Méré-problemet
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Tre studentgrupper (G4, G6 og G12) hadde en feil. Feilen var at nar de utvida
regnearket for & inkludere flere kast, og pa den maten forskjev cella med resultatet
fra hvert enkelt Monte Carlo-forsgk, sa endra de ikke samtidig hvilken celle selve
Monte Carlo-scriptet henta data fra. Se figur 2 for eksempel pa hva gruppe G4
gjorde.

Figur 2. Eksempel pa programmeringsfeil i resultatcella
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De tre studentgruppene med denne programmeringsfeilen konkluderte ogsa feil
pa Chevalier de Méré-problemet. De klarte heller ikke a vurdere at svaret var langt
utenfor det som var rimelig a forvente. Gruppe G6 skrev at det var 66 % sjanse
for minst én dobbeltsekser pa 24 kast, mens gruppe G4 mente det var 69 %.
Gruppe G4 skrev videre at det var omtrent 50 % sjanse for minst én dobbeltsekser
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pa 26 kast. Gruppe G12 hadde ogsa en annen feil, og fikk samme svar uansett om
de la til kast. Dette skyldtes at de uansett bare tok med de 24 farste kastene i
summeformelen sin nar de skulle finne om det ble dobbeltsekser. Dermed hjalp
det dem ikke nar de la til ekstra kast nedover i regnearket sitt.

Fire av de 13 studentgruppene (G1, G5, G7 og G8) som i det alt vesentligste
hadde programmert riktig, fant likevel ikke riktig svar pa oppgaven. To av dem
(G5 og G8) konkluderte med at man matte opp i 26 kast eller flere for a fa over
50 % sannsynlighet for minst én dobbeltsekser, noe som er et eller flere kast for
mye. Eksempelvis skrev gruppe G5: «Ved 24 kast ble sannsynligheten for a fa
minst én dobbeltsekser 45 %. Vi gkte farst med ett kast og fikk 49 % sannsynlighet
for dobbeltsekser. Da vi gkte til 26 kast fikk vi en sannsynlighet pa 53 %, altsa
starre enn 1/2.» Gruppe G8 skrev: «Dette gjar at man i realiteten ikke burde innga
dette veddemalet med 25 kast, men heller pa 26 kast.» Gruppe G7 hadde 28 kast
som svar. Gruppe G1 konkluderte med at 24 kast var tilstrekkelig, ett kast for lite.

Argumentasjon (Monty Hall-problemet)

Nar det gjelder lgsning av Monty Hall-problemet, var to elementer sentrale ved
fagleerers vurdering. Det var 1) hvor godt studentbesvarelsene argumenterte for
svaret sitt og i hvilken grad de hadde rett svar fer gruppene gikk i gang med a
gjere Monte Carlo-simuleringa manuelt, og 2) om studentgruppene trakk riktige
konklusjoner i etterkant av den manuelle simuleringa med kopper og papirlapper
I 25 simuleringer. Det har betydning hvilken sannsynlighet som indikeres gjen-
nom manuell simulering, og siden det er forholdsvis fa forsgk sa er det ofte man
far tall som ligger langt unna en sannsynlighet pa 2/3. | tabell 2 vises resultatene
fra gruppene G1-G16. Det er en rad for hver gruppe. Den gverste raden henviser
til hvilken oppgave det gjelder, mens vi har klassifisert lgsningene i den neste
raden. | cellene brukes X, eller en kommentar der det er mer hensiktsmessig, for
a vise hvilken kategori svaret til den enkelte gruppa kan plasseres i.

Det farste vurderingspunktet hos faglerer var hvorvidt studentgruppene
argumenterte for 2/3 vinstsjanse hvis dgr byttes (rett svar) i forkant av den
manuelle simuleringa, eller om de argumenterte for andre sannsynligheter. Det
viste seg at ti grupper argumenterte riktig fer de gjennomfgrte den manuelle
simuleringa. De resterende seks gruppene (G3, G5, G7, G12, G14 og G15)
argumenterte for andre svar. Av disse hadde tre den vanlige misoppfatninga om
at sjansen for gevinst var 50 % ved bytte av dgr. For eksempel skriver gruppe
G12: «Det at programlederen viser at det er en geit bak den ene dgra, gir det 1/2
dels sjanse for a vinne bilen. Deltakeren vil da ha to ulike utfallsrom. Det ene
utfallsrommet vil da vaere a vinne en geit, og det andre vil veare a vinne en bil.
[...] Det vil veere like sannsynlig at bilen er bak begge darene, og det vil derfor
ikke spille noen rolle hvis han flytter seg eller ikke.» Gruppe G1 argumenterte
farst for 50 %, og sa i neste deloppgave, for de hadde gjennomfart den manuelle
simuleringa, for 2/3.
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Tabell 2. Oversikt over studentgruppenes besvarelser ved manuell simulering (Monty Hall-
problemet)

Far manuell simulering: Resultat av Etter manuell simulering: Vurdering av sjanse for &
Vurdering av sjanse for & manuell vinne bilen ved & bytte dar
vinne bilen ved & bytte dar simulering
2/3 Likt, Annet Resultat Resultat  Beholder Hadde galt Endrer til Annet
sjanse 1/2 naer langt argument svar far rett svar
sjanse forvent-  unna for 2/3 simulering, etter
nings- forvent- med stgtte  og endrer simulering
verdi nings- i ikke etter
(p=2/3) verdi simulering  simulering
Gl Argu- Argu- X Simuleringa
men- men- peker i
terer terer motsatt
for farst for retning av
dette i dette i det
punktb  punkt a teoretiske
G2 X X Tallene de
fikk kunne
fatt dem til
atvilei
simuleringa
G3 X X X
G4 X X X
G5 Mage- X X
folelse
G6 X X X
G7 Mage- X Endret
folelse uten &
bruke
simuleringa
G8 X X X
G9 X X X
G10 X X X
G11 X X X
G12 X X X
G13 X X X
G14 Feilen X X
1/3+1/2
=1
G15 X Grense- X
tilfelle
G16 X X X

Det farste vurderingspunktet hos fagleerer var hvorvidt studentgruppene argu-
menterte for 2/3 vinstsjanse hvis dar byttes (rett svar) i forkant av den manuelle
simuleringa, eller om de argumenterte for andre sannsynligheter. Det viste seg at
ti grupper argumenterte riktig fer de gjennomfgrte den manuelle simuleringa. De
resterende seks gruppene (G3, G5, G7, G12, G14 og G15) argumenterte for andre
svar. Av disse hadde tre den vanlige misoppfatninga om at sjansen for gevinst var
50 % ved bytte av der. For eksempel skriver gruppe G12: «Det at programlederen
viser at det er en geit bak den ene dgra, gir det 1/2 dels sjanse for a vinne bilen.
Deltakeren vil da ha to ulike utfallsrom. Det ene utfallsrommet vil da veere a vinne
en geit, og det andre vil vaere a vinne en bil. [...] Det vil vere like sannsynlig at
bilen er bak begge darene, og det vil derfor ikke spille noen rolle hvis han flytter
seg eller ikke.» Gruppe G1 argumenterte farst for 50 %, og sa i neste deloppgave,
far de hadde gjennomfert den manuelle simuleringa, for 2/3.
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Det andre vurderingspunktet var hvilke forklaringer studentgruppene ga etter
manuell simulering. Det var 12 grupper som hadde riktige forklaringer etter
manuell simulering, mens to grupper (G5 og G15) hadde mangelfulle eller
feilaktige forklaringer. To av gruppene (G1 og G2) registrerte at resultatet de fikk
i simuleringa er problematisk. G2 skriver at «dette gjgr at man kan begynne a tvile
pa teorien, og da heller velge magefalelsens.

Nar vi sammenlikner studentgruppene far og etter manuell simulering, viser
det seg at 11 grupper beholdt den samme type argumentasjon angaende Monty
Hall-problemet, mens fire grupper skifta mening om lgsning i etterkant av den
manuelle simuleringa.

Det var studentgruppene G3, G7, G12 og G14 som endra fra feilaktig argu-
mentasjon far manuell simulering til riktig argumentasjon etter manuell simu-
lering. Felles for disse gruppene var at de fikk tallverdier som stemte godt med
teoretisk forventningsverdi gjennom simulering. Eksempelvis skriver gruppe G12
at «utfra vare resultater og Monty Hall sitt problem vil det helt klart lanne seg a
bytte dar» og gruppe G14 at «etter a ha gjennomfart forsgket ser det ut som det
lgnner seg a bytte der. Det er starre sannsynlighet & velge en dgr med geit bak
fordi det er to geiter og en bil. Dermed 2/3 sjanse for a velge der med geit bak.
Om vi da antar at man velger en dgr med geit bak og Monty Hall velger bort en
geit, er du garantert en bil.»

Diskusjon

| denne delen diskuterer vi mulige svar pa de to problemstillingene, samt at vi
kommer inn pa mulige implikasjoner.

Drgfting av programmering

Den farste problemstillinga tar opp hvordan programmeringsfeil og manglende
systematikk influerer pa lgsninga av Chevalier de Méré-problemet. Det var tre
studentgrupper som hadde feil i programmeringsdelen. Feilen var at nar de utvida
regnearket for a inkludere flere kast, og pa den maten forskjav cella med resultatet
fra hvert enkelt Monte Carlo-forsgk, sa endra de ikke samtidig hvilken celle selve
Monte-Carlo-scriptet henta data fra (eksempel pa dette i figur 2). Det finnes ulike
forklaringer pa hva en slik feil skyldes. Den kan komme av at studentene tenker
at Excel korrigerer cellenummer uansett hvordan du setter inn ekstra celler, noe
som ikke er tilfelle. Det kan ogsa veere slik at studentene ikke har tenkt over hvilke
linjer som er inkludert i lokka (Sleeman et al., 1986). Det er ogsa en forvirring om
hvor parameterverdien kommer fra (Ragonis & Ben-Ari, 2005). En annen for-
klaring kan veere slurv eller ungyaktighet, og at de ikke har tenkt godt nok over
hvordan det de gjer av endringer interagerer med programkoden som allerede er
skrevet. Programmet fungerer dermed mest som en maskin med ukjent innhold.
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Hos de tre studentgruppene som hadde gjort en liten programmeringsfeil,
fungerte programmet tilsynelatende likevel. Siden studentene opplevde at kodene
fungerte, det vil si at de fikk et tallresultat og ingen feilmelding, fant studentene
ingen grunn til & gjennomfare feilsgking. Det var derfor vanskelig for disse
studentgruppene & oppdage og korrigere programmeringsfeilen far innlevering.
Pa den andre sida var tallene de fikk ut sapass langt unna det som burde forventes,
og for to av gruppene sa langt unna svaret pa en nesten lik oppgave, at de burde
ha forstatt at noe var feilprogrammert selv uten et feilvarsel.

Feil som derimot farer til at programmet ikke far kjart, oppdages mye lettere
far innlevering, og kan da korrigeres. Dette forklarer at de feil som ble avdekka i
lerers retting, ikke var feil som hindra programmet i a kjare, men ga feil resultat
I beregninga av sannsynlighet.

Det var altsa 13 studentgrupper som hadde programmert i det alt vesentligste
riktig. Fire av disse gruppene (G1, G5, G7 og G8) klarte likevel ikke a finne riktig
svar pa oppgaven. En gruppe konkluderte med ett kast for lite (24 kast). Nar det
gjelder denne studentgruppa, er det vanskelig & vite hva arsaka er. En mulig
forklaring kan vere at studentene har misforstatt hva de har regna ut, og for
eksempel tenkt at de skal komme sa nar 50 % som mulig.

To av gruppene (G5 og G8) konkluderte med at man matte opp i 26 kast for a
fa over 50 % sannsynlighet for minst én dobbeltsekser. En annen studentgruppe
(G7) testet med 28 kast, og fant ut at det ved 28 kast var om lag 55 %
sannsynlighet for a fa en dobbeltsekser. De valgte da a ikke arbeide videre for a
sjekke om faerre kast enn 28 fortsatt ga en sannsynlighet pa over 50% for a fa en
dobbeltsekser. De burde prevd seg fram med a redusere antall kast for & se om
dette fortsatt gir over 50 % sannsynlighet for dobbeltsekser. Det tyder pa at de rett
og slett tenkte at sa snart de hadde funnet noe som var over 50 % sannsynlighet,
sa var de i mal med oppgaven. Dette viser manglende systematisk tenkning,
ettersom det i en slik simuleringsoppgave ved hjelp av datamaskinen ville veert
mest naturlig, ut ifra matematisk tradisjon, a prave seg fram med flere og flere
kast.

En utfordring med flerfaglige oppgaver (matematikk og digital kompetanse/
IKT) er at for & gi god veiledning bgr fagleerer ha en viss kompetanse i begge
fagfelt. Det kan ogsa vaere vanskelig for studentene a sette sammen informasjon
fra to eller flere fagfelt i lererutdanninga.

Drgfting av argumentasjon
Den andre problemstillinga tar opp hvordan studentgruppene konkluderer om
lasninga av Monty Hall-problemet far de tar i bruk Monte Carlo-simulering.

Det var 10 av 16 studentgrupper som hadde riktig argumentasjon for lgsning
av Monty Hall-problemet far de gjennomfarte den manuelle simuleringa, mens
det var 14 studentgrupper som hadde riktige forklaringer etter a ha gjennomfart
manuell simulering, hvorav to diskuterte problemene med at den manuelle
simuleringa indikerte at de hadde tatt feil. Det var fire studentgrupper (G3, G7,
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G12 og G14) som endra fra feil argumentasjon far manuell simulering til riktig
argumentasjon etter manuell simulering. Felles for disse gruppene var at de fikk
tallverdier naer virkelig forventningsverdi gjennom simulering. Dermed skapes en
kognitiv konflikt mellom simulering og den fgrste argumentasjonen. Studentene
vil da i teorien veere apne for at de ma endre argumentasjonen sin ettersom de
oppdager at det opprinnelige argumentet var feil (Brekke, 2002).

Manuell simulering eller simulering gjennom programmering

En fordel med bruk av manuell simulering kan veere at det er mer transparent for
studentene & se og forstd hva de gjor og hva som skjer under simuleringa.
Imidlertid viste studentbesvarelsene at 25 manuelle forsgk var for lite til at alle
gruppene fikk realistiske tallverdier som ikke avvek for mye fra forventnings-
verdien 2/3. Dette kan veere et argument for at manuell Monte Carlo-simulering
ikke bar brukes i for stor grad, og at det kan vaere mer fordelaktig med pro-
grammering hvor det er mulig a fa veldig mange forsgk/repetisjoner. Pa den annen
side unngikk samtidig studentene programmeringsfeil ved a utfare manuell Monte
Carlo-simulering. Det var trolig mye tydeligere for studentene hva som skjedde
under simuleringa, ogsa for de studentene som ikke forsto programmeringa. Dette
kan vere et argument for at studenter ogsa skal leere manuell simulering, selv om
det som regel ikke gir mange nok forsgk til at resultatene kan stoles pa. Gruppe
G15 er litt spesiell, i og med at studentene der tolka resultatene sine fra den
manuelle simuleringa til & indikere at de kunne beholde sitt feilaktige argument,
selv om tallene ikke ligger alt for langt unna forventningsverdien.

En fare ved bruk av dataprogrammer i leering er at studentene kan oppfatte
programmene som en «svart boks» (Nabb, 2010). Studentene putter inn tall og far
noe ut igjen uten a fa noen forstaelse av hva som har skjedd. Spesielt synes det
her & vare tilfelle med de gruppene som enten programmerte feil, eller fikk
feilsvar i Chevalier de Mére-problemet. De vurderte i for liten grad om svaret de
fikk kunne veere realistisk. Uansett er Chevalier de Méré-problemet umulig a lgse
pa en god mate med manuell Monte Carlo-simulering. Selv ved 1000 simuleringer
pa en datamaskin, som tilsvarer & kaste 48000 terninger, vil man fa grupper som
konkluderer feil fordi de er uheldige med de tilfeldige tallene datamaskinen gir
ut. Slike resultater kan man ogsa fa ved riktig programmering.

Vi mener studentene kan ha fordel av a lgse oppgaver med manuell Monte
Carlo-simulering, samt gjere oppgaver der man programmerer. Ved fgrstnevnte
far man en tydeligere forstaelse av hva Monte Carlo-simulering er, mens ved
sistnevnte far man inn et nyttig verktgy for & kunne vurdere hva som kan vere
riktig svar pa et sannsynlighetsspagrsmal. Imidlertid er det et stort problem med
Monte Carlo-simulering at den som oftest ikke forteller deg hvorfor intuisjonen
din er feil, bare at den er feil. Samtidig, det & se svert tydelig at du har tatt feil i
intuisjonen din vil skape en kognitiv konflikt, og dermed vil du kanskje veere mer
apen for ny kunnskap om sannsynlighet etterpa (Brekke, 2002). Samtidig er det
et problem at simuleringa kan gi feilsvar, og dermed skape en kognitiv konflikt
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som ikke skulle vert skapt. Det viktigste ma vere at studentene far en bedre
forstaelse i a vurdere svar, og flere mulige verktgy for a skape svarforslag slik at
man kan sammenlikne ulike svar fra forskjellige metoder. Det er pa denne maten
en kan skape relasjonell forstaelse. Det kan alltid vaere studentgrupper som gnsker
a bli fort ferdige med arbeidskravet. De kan vere villige til & levere inn et
arbeidskrav de vet inneholder smafeil. Det kan veere de tenker at fagleerer uansett
kommer til 8 kommentere dette, og at det ikke er avgjerende for a fa godkjent, og
dermed anser det som «bra nok». Det kan for eksempel tenkes at studentene
leverer inn en besvarelse hvor de har ulike svar fra egne refleksjoner og manuell
simulering, men at de vurderer det til a «koste» for mye tid og krefter a avdekke
feil og rette dem opp.

Programmering og statistikk i leererutdanninga

Studien viser at laererstudenter kan lykkes med programmering knytta til lgsing
av statistiske problemer som ikke lar seg lgse intuitivt. Det kan bidra til at
studenter og elever ser at programmering i matematikkfaget ikke kun gjgres for
programmeringas skyld. Det er da viktig a ogsa hjelpe studentene til & koble
programmering i statistikk og sannsynlighet til utvikling av forstaelse av hvordan
en gar fram for & lgse problemer og a vurdere realismen i de aktuelle lgsnings-
forslagene.

Det er mulig at programmeringsforstaelse kan bidra til & lgse et statistisk
problem som Monty Hall. Ved programmering gjennom Monte Carlo-simulering
er det en mulighet a la datamaskinen farst velge hvilken der bilen er bak og
deretter la datamaskinen velge hvilken dar gjesten stiller seg foran. Sa kan
programmet finne ut hva som skjer hvis gjesten bytter dgr. Da kan man ha en
HVI1S-funksjon som sier: HVIS Dgr.Gjest=Dgr.Bil SA 0 ELLERS 1, ettersom man jo
bytter vekk fra denne. Ved a se at dette er den enkleste kodelinja, sa kan det tenkes
at den som programmerer oppdager at det riktige er a tenke at det er bare 1/3
sjanse for a fa geit hvis du bytter, ettersom dette er samme sjanse som for a fa
bilen i utgangspunktet.

Det er ogsa et spgrsmal om hvilket programmeringssprak man skal benytte i
skolen, na som programmering skal innfgres. Flere argumenterer for & bruke
spesialutviklede programmeringssprak, for eksempel Scratch (Resnick et al.,
2009), utvikla kun til skolebruk, ettersom dette hevdes a vaere det pedagogisk
riktige, mens vi her bruker et programmeringssprak som brukes kommersielt.
Baerland og Gilje (2017) kaller programmering «den nye latin», og diskuterer om
programmering er det nye fremmedspraket, og pa denne maten sammenlikner de
det a leere et programmeringssprak med a leere et «snakket» sprak. Hvis vi
sammenlikner med fremmedsprakene, har man for eksempel valget mellom a lere
elevene esperanto eller engelsk. Esperanto er et konstruert, kunstig sprak, laga for
a veere lett & leere, med grammatisk regelmessighet og ingen spesialregler (Auld,
1987, s. 26, 27, 32). Videre skrives det akkurat som det snakkes. Det er et
pedagogisk fornuftig sprak. Engelsk er derimot et ekte sprak med mange
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grammatiske unntak og spesialregler, og skrives ogsa ganske forskjellig fra
hvordan det uttales. Sa pedagogisk sett kunne det vere enklere for elevene a leere
esperanto enn engelsk. Pa den andre sida laerer vi elevene heller opp i engelsk
fordi det er mer brukt, og man tenker at det er like godt & laere det vanskelige
spraket med en gang. Slik kan man ogsa tenke i programmering. Da bgr man
bruke et programmeringssprak som er laga for a kunne brukes i seinere utdanning
og arbeidsliv. Vi brukte Excel med VBA, men kunne for eksempel ha brukt
Python eller noe annet. Vihavainen et al. (2014) argumenterer ogsa med at
studenter like godt kan lzre et programmeringssprak som brukes i arbeidslivet.
Det er ogsa et spgrsmal hva man skal kunne si er forutsetninger for a kunne
programmere. En mate a se pa koding og programmering pa, er a se pa det a kunne
kode som en liten, men grunnleggende del av det & kunne programmere. Pa
samme mate som at det & kunne regne er en forutsetning for a kunne forsta
matematikk selv om det kun er en liten del av matematikkfaget (Udir, 2017).

Oppsummering og konklusjon

Funn tyder pa at Monte Carlo-simulering kan hjelpe studenter til a fa en bedre
forstaelse av hva som er rett svar pa kompliserte og kontra-intuitive sannsynlig-
hetsoppgaver. Men samtidig fordrer dette at de i stor grad programmerer riktig
eller far tall naer forventningsverdi pa den manuelle Monte Carlo-simuleringa.
Arbeidskravet inneholdt oppgaver som er litt for vanskelige til a lgses for hand,
og det var derfor ikke mulig for studentene a vurdere svaret de far i Monte Carlo-
simuleringa. Samtidig sa vi at to grupper fikk vesensforskjellige svar pa oppgave
1c og 1d (se vedlegg), omtrent 2/3 og omtrent %. Disse to svarene burde ikke veert
sa veldig langt unna hverandre, og dermed burde studentene kunne konkludert
med at de hadde en feil. For de fleste studentene kan Monte Carlo-simulering
hjelpe i forstaelsen, men manglende programmeringsferdigheter og uflaks med
datamaskinens tilfeldige tall kan bidra til misoppfatninger i sannsynlighet. Hvis
det hadde blitt gitt vesentlig enklere oppgaver ville ikke studentene ngdvendigvis
ha sett nytten av programmering, da de kunne ha lgst dem analytisk. En viktig
oppgave i forberedelsene til en leererutdanner der studenter skal laere seg program-
mering, blir & finne eller lage oppgaver der de ser nytten av programmering. En
bar ogsa diskutere med larerstudentene hva som er gode oppgaver i en slik
situasjon slik at de far starre forutsetninger for a bruke egna oppgaver i framtida
med sine elever.

Videre vil vi argumentere for at det vil veere fornuftig a velge programmerings-
sprak som faktisk kan brukes seinere, og ikke bare i en skolesetting. | dette
prosjektet fikk mange studentgrupper til programmeringa. Samtidig var det ut-
arbeida et notat som omhandla introduksjon til Monte Carlo-simulering inkludert
eksempler pa programmering i Excel-ark, slik at de i forkant av arbeidskravet fikk
se pa eksempler som ikke var sa forskjellige fra de som skulle lgses, for a hente
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inspirasjon. Ettersom det stort sett bare var forskjellige HVIS-kommandoer som
ble brukt, er det nok slik at de har fatt mer kunnskap om matematikk enn
programmering etter gjennomfgring av dette konkrete arbeidskravet. Samtidig er
det jo slik at hvis programmering skal inn i matematikken, sa bgr den inn fordi
den i enkelte tilfeller kan fare til gkt forstaelse av matematikk, og ikke
utelukkende veere der for programmeringas skyld. Slik sett bgr programmering
vurderes inn i flere fag, og brukes der de kan lgse problemer som det ikke er sa
enkelt & lgse manuelt.
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Vedlegg: De to oppgavene i arbeidskravet som omhandler
programmering og er inkludert i studien

Oppgave 1

(a) Anta at du vedder pa at du skal fa minst en sekser pa fire kast med en
sekssidet terning. Vil du i lengden vinne eller tape pa et slikt veddemal?
Regn ut for hand. Hint: Se pa sjansen for ikke a fa noen seksere farst.

(b) Petter pastar at sjansen for & fa minst en sekser i a)-oppgaven er 4-1/6 = 2/3.
Hvordan har Petter tenkt? Hva er det han har glemt a ta hensyn til? Hvordan
kan du hjelpe Petter til a fa en bedre forstaelse?

(c) Anta at du vedder pa at du skal fa minst en dobbeltsekser pa 24 kast med
to terninger. Vil du i lengden vinne eller tape pa et slikt veddemal?
(Derriennic, 2003, s. 45) Lag farst en Monte Carlo-simulering i Excel som
skal gi deg svaret pa deloppgave a). Bruk 1000 forsgk. Sammenlikn med
svaret du regnet ut. Gjar deretter en Monte Carlo-simulering i Excel som
skal gi deg sannsynligheten for dobbeltsekseren. Bruk 1000 forsgk. Hva
finner du? Kan du regne ut dette for hand (frivillig a regne ut for hand)?

(d) Hvor mange kast ma du ha med to terninger for at sjansen for a fa minst en
dobbeltsekser er starre enn 1/2? Bruk Monte Carlo-simulering. Velg selv
passende antall forsgk.

Oppgave 2

| denne oppgaven skal vi se pa Monty Hall-problemet (Shermer, 2009). Du er med
i en konkurranse i et spilleprogram pa fjernsynet som gar ut pa at du av verten
Monty Hall blir vist tre dgrer. Du blir fortalt at bak en av dem er det en bil, og bak
hver av de andre er det en geit. Du bestemmer deg for en av dgrene og stiller deg
foran den. Deretter apner Monty Hall en av de andre dgrene og viser at bak den
dara var det en geit. Han gir deg sa sjansen til a bytte dar.

(a) Nar vi skal gjgre dette forsgket, hvilke forutsetninger kan det veere fornuftig
a legge til grunn?

(b) Hva er argumentene for a bytte der? Hva er argumentene for a ikke bytte
der? (Gitt at du ensker a vinne bilen.) (Besvar denne oppgaven far dere har
gjortc).)

(c) La en pa gruppen vere Monty Hall og en annen konkurransedeltakeren.
Monty Hall setter tre kopper opp ned pa bordet og legger en tegning av en
bil under en av dem og en tegning av en geit under de to andre uten at
konkurransedeltakeren ser pa. Sa velger konkurransedeltakeren en kopp og
Monty Hall tar opp en av de andre koppene og viser at det under denne var
en geit. Konkurransedeltakeren bytter dgr, og dere noterer om han/hun vant
bilen eller ikke. Gjor dette forsgket 25 ganger. Gjer etterpa 25 forsgk der
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konkurransedeltakeren ikke bytter dgr. Hva kan dere si om sannsynligheten
for & vinne bilen i de to tilfellene «bytte dar» og «ikke bytte dar»?
(d) Besvar b) pa nytt.
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