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Forord

Dette notatet har som hensikt a gi en sd elementaa innfaring i prinsippene for logistisk regresion som
mulig. Notatet bygger pa et upublisert manuskript fra 1999. Det utgisi SIFOs notatserie fordi det har
vist seg dvage en del ettersparsel etter en elementag innfering i denne metoden.
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1 Innledning

Regresjonsanalyse har i |gpet av det siste tidret blitt den dominerende kvantitative analyseformen
innen samfunnsforskningen. En viktig arsak til dette er metodens fortrinn ndr det gjelder multivariate
analyser, dvs. analyser hvor flere uavhengige variabler trekkesinn for & belyse en avhengig variabel. |
dlike analyser kommer raskt tradigonell krysstabellanalyse til kort.

Det kunne sies mye om den faktiske anvendel se av regresonsanalyse. Satt pa spissen synes det som
om regresjonsanalyse betraktes som et universalverktay til bruk for naa sagt enhver problemstilling.
M&lenivaet pa den avhengige variabel problematiseresikke, R? godtas ukritisk som et egnet mal pa
modellens tilpasning til dataene, det er lite bekymring om hvorvidt forutsetningene for regresjon er til-
fredsstilt, residualanalyser og annen diagnosestatistikk ignoreres. | tillegg er de modeller som testes ut
i liten grad teoretisk fundert. Det godtas ofte ukritisk at sammenhenger er additive og lineazre, enda
teorien kanskje tilsier noe annet. Byggingen av regresjonsmodeller har preg av et ritual hvor det fylles
pamed mer eller mindre relevante uavhengige variabler for & «kontrollerex» for disse. Men hva hjelper
det for eksempel akontrollere for en kontinuerlig aldersvariabel, dersom forskjellenei virkeligheten er
knyttet til alderskategorier?

Et annet moment er hensikten med undersgkelsen. Det er forskjell pa en analyse hvor siktemalet er &
undersake effekten av en uavhengig pa den avhengige (faktororientering) og en analyse hvor en tilstre-
ber en teste ut hvor god en modell er nér det gjelder aforklare variasion i den avhengige variabelen
(modellorientering). | det ferste tilfellet er det viktig ainkludere alle variabler som bade pavirker den
avhengige og den uavhengige variabelen for & unnga spurigse sammenhenger. | det andre tilfellet er
det interessant ainkludere alle kilder til variasion i den avhengige variabelen (Hagquist & Stenbeck
1998:230-31). Et tredje siktema kunne vagre & sammenlikne grupper som er mest mulig like med hen-
syn til ulike egenskaper (variabler), ikke for a teste kausalhypoteser, men for eksempel for & avdekke
sentrale sosiale skilldinjer.

Svaat mye av grunnen til denne ukritiske bruk av regresjonsanalyse ligger i metodebgkenes fokuse-
ring pa prinsippene bak regresjon, og ikke pa hvilke konsekvenser det har nar forutsetningene er brutt
(hvaer f.eks. konsekvensene har det f.eks. nar residualene er heteroskedastiske?). | tillegg legges det
ofte stor vekt pa at regresionsanalyse er en robust teknikk og at konsekvensene av bristende forutset-
ninger som oftest er relativt ubetydelige. Holdningen til regresjonsanalysens evnetil & absorbere slike
brudd er naamest «tar du den ,sa tar du den». Selv om enkelte brister ikke nadvendigvis far store fal-
ger, kan produktet av flere brister samtidig bli uforutsigbart. Enkelte forutsetninger er ogsa mer kri-
tiske enn andre.

| dette notatet tar jeg opp en meget vesentlig forutsetning for ordinaa regregon, nemlig at den avhen-
gige variabelen i prinsippet ma vage metrisk eller kvantitativ, dvs. enten paintervall- eller forholds-
tallsniva. Kvalitative variabler, dvs. variabler panominal- eller ordinalnivaeller variabler med to ver-
dier (dikotome variabler) tilfredsstiller ikke forutsetningene for regresjon basert pa minste kvadraters
metode. For variabler pa nominalniva skyldes dette at tallverdiene pa variablene ikke gjenspeiler noen
rangering. Verdiene kan endres vilkarlig uten at dette har noen som helst substansiell betydning. For
variabler pa ordinalniva kan derimot verdiene rangeres. Problemet her er imidlertid avstanden mellom
kategoriene. Er f.eks. avstanden mellom & vaae helt enig og litt enig i en pastand, like stor som avstan-
den mellom & vaae helt uenig og litt uenig? Det at regresjonsanalysei prinsippet ikke kan behandle
slike variabler, betyr imidlertid ikke at analysen bryter sasmmen nar avhengig variabel er kvalitativ.
Likningene, matrisene og algoritmene bak analyseresultatene ser nemlig baretall og vil som regel
komme fram til en Igsning uansett hvilke maleniva variablene har. Derfor er det viktig at forskeren er
klar over de begrensninger som ligger i metoden.

En metode for & behandle kvalitative, avhengige variabler er logistisk regresjon. Metoden har tiltatt i
popul aritet de siste arene. Fra a vage relativt lite brukt pa begynnelsen av 90-tallet, er den i dag nesten
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den dominerende formen for regresjonsanalyse innen sosiologisk og statsvitenskapelig forskning. En
av de viktigste grunnene til dette er naturligvis at langt de fleste avhengige variabler disse fagdisipli-
nene arbeider med er dikotome eller pa nomial-/ordinalniva

Pa en méte er denne utviklingen uheldig. Pa et tidspunkt hvor det fortsatt er sviktende kunnskaper om
den enkleste formen for regregonsanayse, overtar en ny teknikk som er enda vanskeligere tilgjengelig
enn den forrige. | motsetning til OLS (ordinaa regresjon ved bruk av minste kvadraters metode) er
ikke resultatene fralogistisk regregion intuitivt lett tilgjengelig. Dette gjelder spesielt de estimerte
koeffisientene som ikke har noen enkel og lett forstaelig fortolkning.

Matematikken bak logistisk regresjon og annen form for Maximum Likelihood regresjon er ikke lett
tilgiengelig. Modellene kan i praksis ikke | gses gjennom algebra, men ma beregnes ved hjelp av en
iterativ algoritme - kall det en preve-og-feile prosess, selv om framgangsmaten er langt mindre
tilfeldig enn som s Som oftest skal det ikke sd mange interasionene til fer man finner en Igsning. For
dem som ikke forstér matematikken bak «minste kvadraters metode» er hdpet om aforsta
matematikken bak logistisk regresion enda mindre.

Samtidig er det etter min mening viktig at man vet hvaman driver med, dvs. at man har en grunnleg-
gende forstéel se av hvordan logistisk regresjon virker. Hensikten med denne innfaring er a gi eninn-
faring i logistisk regresjon, hvor matematikken er redusert til et minimum. Jeg har i sterst mulig grad
forsakt &gi enintuitiv innfering i metoden. Forbildet er Gudmund Hernes’ utmerkede artikkel «En
intuitiv innfering i multivariat analyse» (1976:147-188), men resultatet i form av dette notatet star
selvfelgelig langt tilbake for dette.

Planen for notatet er & ferst ta utgangspunkt i en analyse hvor den avhengige variabelen har to verdier
og utvikle prinsippet for logistisk regresjon ut fra dette. Deretter utvides den enkle modellen, til farst &
behandle variabler pd nominalniva med mer enn to verdier, deretter variabler pa ordinalniva med mer
enn to verdier. Framstillingen forutsetter at leseren er kjent med krysstabellanalyse og multippel reg-
resionsanalyse. Skog (1998) gir en grunnleggende og meget god innfering pa norsk i kausalanalyse og
regresjonsanalyse.

En advarsel til slutt. Selv om logistisk regresjon kan behandle kvalitative avhengige variabler, betyr
ikke det at denne teknikken er et nytt universalverktay for enhver anledning. Det er spesielt viktig &
tenke igjennom pa forhand om det er rimelig & tenke seg at den avhengige variabelen oppfarer seg dik
modellen forutsetter. Det finnes aternativer til logistisk regresjon som kan vazre bedre egnet til enkelte
problemstillinger.
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2 Regreson med dikotom avhengig variabel

2.1 Kategoriske variabler

Det kan innledningsvis vaare nyttig & avklare tre sentrale begreper for a karakterisere et datamateriale
som skal analyseres eller problemstillinger i en undersgkel se, nemlig enheter, variabler og verdier
(Galtung 1970). Enhetene er dem vi ansker afa vite noe om eller dem som et datamateriale gir infor-
masjon om. | samfunnsvitenskapelige undersgkelser er enhetene som oftest individer, men de kan ogsa
vagef.eks. grupper, organisasioner eller nasjoner. Variablene dreier seg om hva det er vi vil vite om
enhetene i undersgkel sene, dvs. egenskaper som beskriver noe ved enhetene. Dette kan vaare egenska
per frakjann og alder til holdninger og konkrete handlinger. Verdiene pa variablene gir informasjon
om hvordan de konkrete egenskapene vi maler er gruppert. Variabelen alder kan f.eks. vagre inndelt i
aldersgrupper, variabelen kjgnn i verdiene mann og kvinne.

| metodelitteraturen opererer en med ulike inndelinger av variabler i kategorier. En type inndeling tar
utgangspunkt i hvilket niva den egenskapen variabelen sier noe om befinner seg pai forhold til under-
sekel sesenheten. En kan her blant annet snakke om absolutte variabler dersom egenskapen gjelder
undersgkel sesenheten selv og kontekstuelle variabler dersom egenskapen gjelder systemer som
enheten er medlem av (familie, naamiljg, lokalsamfunn, organisasjoner etc.). En annen type inndeling
sier noe om hva slags egenskaper som males. Ved individundersakel ser skilles det ofte mellom bak-
grunnsvariabler, personlighetsvariabler og holdnings- og atferdsvariabler.

| var sammenheng er det to andre inndelinger som er av interesse. Den farste skiller mellom variabler
utfra hvordan de er inndelt i verdier. PAden ene siden har vi kontinuerlige variabler som kan inndelesii
et uendelig antall verdier, avhengig av hvor ngyaktig vi gnsker a male egenskapen. Alder kan f.eks.
delesinni &r, maneder, uker, dager, timer, minutter, sekunder, etc. PAden annen side har vi diskrete
variabler som har et avgrenset antall verdier.

Den andre inndelingen skiller mellom méleniva pa variablene og har paralleller til skillet mellom kon-
tinuerlige og diskrete variabler. Det opereres gjerne med fire malnivaer: nominalniva, ordinalniva,
intervalIniva og forholdstallsniva. For variabler pa nominanivaangir verdiene kun at enhetene er like
eller ulike med hensyn til den egenskapen variabelen maler. Verdiene angir ikke noen som helst range-
ring pa variabelen. Nagionalitet eller bosted kan vaae eksempler pa slike variabler. Pa det neste méle-
nivéet, ordinalniva, angir verdiene en rangering, men det er mulig asi noe eksakt om avstanden mel-
lom verdiene. En holdningsspersma med verdiene svaat enig, meget enig, litt enig, litt uenig, meget
uenig og svaat uenig, kan vaare et eksempel paen slik variabel. For de to hayeste malnivaene, inter-
valIniva og forholdstallsniva opereres det med en eksakt avstand mellom verdiene pa en variabel. For-
skjellen mellom disse malenivaene er at det sistnevnte forutsetter et absolutt nullpunkt, noe det farste
ikke gjar. Dette skillet er som oftest av mindre interesse innenfor samfunnsvitenskapene. Eksempler
pavariabler paforholdstallsnivaer alder, inntekt og gjeld.

Kontinuerlige variabler er altid paforholdstallsniva, men det motsatte er ikke ngdvendigvis tilfelle.
Tafor eksempel en variabelen antall barn i husholdningen. Variabelens er pa forholdstallsniva, men
verdiene kan samtidig ikke deles opp i det uendelige. Det gir ikke mening a snakke om 0,5 barn eller
liknende. Ordinae regresjonsanalyse forutsetter strengt tatt at den avhengige variabelen er kontinuer-
lig, dvs. at den kan inndelesi et uendelig antall verdier. | praksis er det ikke noe problem & benytte
diskrete variabler pa forholdstallsniva, men fortolkningen av koeffisientene kan da ofte bli noe
merkelig.

Variabler pa nomina niva og ordinalniva kalles ofte for kvalitative, ikke-metriske eller kategoriske
variabler (sef.eks. Hellevik 1991:155, Agresti 1997:1-2). Slike variabler byr pa problemer nér de skal
benyttesi en regregonsanalyse. Brukt som uavhengige variabler kan de kodes om til dummyvariabler
(se nedenfor), men brukt som avhengige variabler bryter de med forutsetningene for ordinaa regre-
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sionsanalyse. En méte a|@se disse problemene pa er & benytte ulike varianter av logistisk regresjon.
Fer vi gar inn palogistisk regresion med variabler pA nominal- og ordinalniva, tar vi imidlertid ut-
gangspunkt i regresonsanalyse med en dikotom avhengig variabel.

2.2 Dikotome variabler — sannsynligheter og andeler

Teknisk sett er en dikotom variabel en variabel med to mulige verdier. Andre betegnelser pa dlike vari-
abler er binaare variabler eller dummyvariabler (Greene 1993:229). Verdiene pa variabelen antyder
hvorvidt enhetene i undersgkel sen har en bestemt egenskap eller ikke. Som regel gis verdien O dersom
egenskapen ikke er tilstede og verdien 1 dersom egenskapen er tilstede. Slike egenskaper kan veare
handlinger, kunnskaper, holdninger, kjennetegn eller andre fenomener. Eksempler pa dikotome variab-
ler kan vae:

- handlinger/beslutninger - Kjapt svarte tjenester (1) eller ikke (0)

- kunnskaper - hart om kjgpsloven (1) eller ikke (0)

- holdninger - tilhenger av selvbestemt abort (1) eller ikke (0)

- sosiale kjennetegn - har hgyere utdanning (1) eller ikke (0)

- andre fenomener - opplevd & bli arbeiddedig siste ar (1)eller ikke (0)

Slik disse variablene er definert, gir det ikke mening & snakke om verdier som ligger midt mellom 0 og
1. Enten er egenskapen, handlingen, kunnskapen etc. tilstede, eller si den det ikke. Det er ogsa
meningsl gst & snakke om verdier som er hayere enn 1 eller lavere enn 0. Det er med andre ord et
kvalitativt sprang mellom 0 og 1. Slike variabler kalles derfor ogsa ofte for kvalitative variabler.

Dikotome variabler, bade som avhengige og uavhengige, er spesielt egnet i krysstabellanalyser, fordi
de forenkler analysearbeidet. | en bivariat krysstabellanalyse med dikotom avhengig variabel kan en
sammenlikne andelen som har et kjennetegn (verdien 1 pa den avhengige variabelen) mellom grupper
av enheter med ulike verdier pa den uavhengige variabelen. Forskjeller i andeler kan uttrykkes som
prosendifferanser, men kan ogsa fortolkes som forskjeller i sannsynligheter for & haverdien 1 paden
avhengige variabelen.

Méten dikotome, avhengige variabler behandles pai regresonsanalyse likner méten de handteres pai
krysstabellanalyse. Regresionsanalyse, ogsa logistisk, behandler som nevnt alle variabler som om de
er kontinuerlige. Den dikotome variabelen ma derfor fortolkes som en representasjon av en «underlig-
gende» kontinuerlig variabel, dvs. en variabel som i prinsippet kan antaale mulig verdier i intervallet
0 og 1. Det innebaarer at de resultater vi kommer fram til ikke kan fortolkes direktei tilknytning til
verdiene 0 og 1 paden avhengige variabelen. | stedet ma resultatene fortolkes som forskjeller i andeler
eller sannsynligheter for & haverdiene 0 eller 1 pa den avhengige variabelen, akkurat slik det gjeresii
krysstabellanalysen. Det er viktig & se denne parallellen mellom krysstabellanalyse og regresjonsana-
lyse nér den avhengige variabelen har to verdier.

Vi kan falgelig si at den dikotome avhengige variabelen ma omformes eller omfortolkes. Denne om-
formingen kan illustreres pato parallelle méater:

2.2.1 Omforming til en underliggende sannsynlighet/tilbayelighet

Vi tenker oss at det er en underliggende, kontinuerlig sannsynlighet eller tilbayelighet for at egenska-
pen eller fenomenet skal inntreffe og at denne underliggende sannsynligheten pavirkes av eller forde-
ler seg ulikt i forhold til en del uavhengige variabler. Hver enkelt enhet i undersgkel sen pavirkes av
denne underliggende sannsynligheten.
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Sannsynligheter

Sannsynlighetsbegrepet kan illustreres ved hjelp av myntkast. Dersom man kaster en ordinaa mynt,
skulle det normalt vaare 50/50 prosent sjanse for at kastet gir enten krone eller mynt. Det innebagrer at
en av hundre kast skulle en forvente & fa 50 kast med krone og 50 med mynt. Dette forholdet kan
uttrykkes ved a si at sannsynligheten for henholdsvis mynt eller krone er 0,5. Dersom vi opererte med
en falsk mynt hvor kronesiden var trykt pa begge sider, ville vi bare fa krone og ingen mynt. Daville
sannsynligheten for & fa krone vaae lik 1 og sannsynligheten for afa mynt veae lik 0. Vi ville med
andre vaae sikre pa afa krone og ikke mynt. Detteillustrerer at sannsynligheter alltid befinner seg i
intervallet fra O til 1. Er sannsynligheten lik O, er det sikkert at et fenomen ikke inntreffer. Er den 1, er
det sikkert at det inntreffer. Ligger sannsynligheten mellom 0 og 1 angir det forskjellige grader av
usikkerhet knyttet til om fenomenet inntreffer eller ikke.

Den observerte fordelingen pa den dikotome avhengige variabelen gjenspeiler hvordan den underlig-
gende sannsynlighetsfordelingen har slétt ut blant respondentene i undersekel sen. Nar sannsynligheten
for at fenomenet inntreffer er under 0,5 er det mest sannsynlig at fenomenet ikke inntreffer. Nar sann-
synligheten for at fenomenet inntreffer er over 0,5 er det mer sannsynlig at fenomenet inntreffer enn at
det ikke inntreffer. Er sannsynligheten lik 0,5 er det like sannsynlig at fenomenet inntreffer som at det
ikke gjer det.

Dersom vi har en dikotom variabel som definerer en egenskap, et fenomen e.l., kan sannsynligheten
for at fenomenet eller egenskapen forekommer hos enheter i en gruppe enkelt beregnes ut ved adele
antall enheter som har verdien 1 med det totale antall enheter i gruppen.

Eksempel:

Vi sammenlikner 10 kvinner med 20 menn nar det gjelder hvorvidt de har kjgpt svarte tjenester eller
ikkei lgpet av det siste aret. Mens 2 av kvinnene oppgir at de har kjgpt svart, gjelder dette 8 av men-
nene. Vi kan ut fra disse opplysningene beregne sannsynligheter for & hakjgpt svart i begge gruppene:

Sannsynligheten for & ha kjgpt svart blant kvinnene er 2/10 = 0,2
Sannsynligheten for & hakjgpt svart blant mennene er 8/20 = 0,4

Sannsynligheten for & ha kjgpt svarte tjenester er med andre ord dobbelt s& hgy blant mennene som
blant kvinnenei utvalget.

2.2.2 Omforming til andeler

En annen betraktningsméte, som ikke star i motsetning til den farste, er a tenke seg at fenomenet har
en viss utbredel se bade totalt og i forskjellige grupper av enheter. Avhengig av hvilken gruppe en
undersgker, er det en bestemt andel av enhetene som har egenskapen, er utsatt for fenomenet, har en
bestemt holdninger, har handlet pa en bestemt méte etc. Mens begrepet sannsynlighet beskriver en
tilbgyelighet eller tendens hos det enkelte individ i undersgkelsen til & ha en egenskap, vaare eksponert
for et fenomen ell., viser andeler til utbredelsen av egenskapen/fenomenet i grupper av enheter.

Den observerte fordelingen pa den dikotome avhengige variabelen danner rett og slett utgangspunkt
for aregne ut andelen som har verdien 1 pa den avhengige variabelen. Vi ser falgelig at utregningen
av andeler er identisk med og gir samme resultat som beregningen av sannsynligheter. Andeler og
sannsynligheter er her parallelle begreper.!

! Skillet mellom sannsynligheter og andeler kan virke kunstig. En kan f.eks. tenke seg sannsynlighetsbegrepet
anvendt pa gruppeniva. Poenget her er & skissere en aternativ tankegang til den individualistiske sannsynlighets-
tekningen som etter min mening er problematisk nar en skal fortolke resultater blant annet i forbindelse med
logistisk regresion.
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Eksempd!:

Vi kan falge opp eksempelet med kjgp av svarte tjenester. En sannsynlighet pa 0,2 innebagrer rett og
slett at 20 prosent av kvinnene har kjgpt svart, mens en sannsynlighet pa 0,4 innebaarer at 40 prosent
av mennene har kjgpt svart. Som vi s ved sammenlikning ved sannsynlighetene, er andelen som har
kjapt svart dobbelt sa blant mennene enn blant kvinnene.

Begge betraktningsmétene ovenfor er riktige, men utfyller samtidig hverandre. Det er viktig & hai
mente at en underliggende sannsynlighet eller tilbgyelighet paindividniva gir seg utsag i bestemte
andeler pa gruppeniva Maten vi regner oss fram til sannsynlighetene pa er via andeler av enhetenei
disse gruppene som har verdien 1 pa variabelen. Det er ogsa viktig & se parallellen til krysstabellana-
lyse. En krysstabell basert pa eksempelet ovenfor ville sett som falger:

Tabell 2.1: Antall som har kjgpt svartetjenester avhengig av kjenn i et tenkt eksempel. Antall
0g prosent.

Kjenn Mann (0) Kvinne(l) Totalt

Kjapt svarte tjenester siste ar?

Nei (0) 60 % 80 % 67 %
(12) 8 (20)

Ja (1) 40 % 20 % 33 %
(8) (2 (10)

Sum 100 % 100 % 100 %
(20) (10) (30)

Her finner vi igjen andelene uttrykt i prosent. Som vi har vist kan disse raskt gjgres om til sannsynlig-
heter (20% andel er lik en sannsynlig pa0,2). Prosentdifferansene uttrykker som tidligere nevnt for-
skjeller mellom andeler som har f.eks. verdien 1 pa den avhengige variabelen.

2.3 Ordinaa regresion og sannsynligheter — lineaa sannsynlighetsregresion

Beregningen av sannsynligheter eller andeler pa bakgrunn av dikotome variabler er farste skritt i
retning av a vise hvordan slike variabler kan handteres som avhengige variabler i regresion. Men ett
spersmal gjenstar: | motsetning til krysstabellanalyse, hvor enheter grupperesi celler (kombinasjoner
av verdier pa variablene) og telles opp, arbeider ikke regresjonsanalyse med grupper av enheter, men
individuelle data. Hvordan beregner sa regresjonsanalysen sannsynligheter for utfallet av en dikotom
variabel ndr det eneste vi har oppgitt av verdier pa denne variabelen er 0 og 1 for hver enkelt observa-
son.

Svaret er faktisk at dette automatisk blir resultatet ut fra beregningsméten ved ordinae regresjon.
Hvorfor det blir slik kan det i fgrste omgang veae vanskelig & begripe. Det er imidlertid |ettere & forsta
dette nar vi har i mente at koeffisientene i regresjonsanalyse alltid viser endringer i gjennomsnittsver-
dien pa den avhengige variabelen ndr den uavhengige gker med en enhet i verdi. Laossta et enkelt
eksempel pa en bivariat regresion med timel enn som avhengig variabel og kjgnn som uavhengig. Der-
som den ustandardiserte regresjonskoeffisienten for kjgnn er - 10 kroner, innebagrer det at kvinner i
gjennomsnitt tjener 10 mindrei timen enn menn.
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Hva sier gjennomsnittsverdien for en dikotom variabel med verdiene 0 og 1? Gjennomsnittet finner vi
ved & summere alle verdiene som enhetenei et utvalg har pa variabelen, og sa dele pa antall enheter.
Summen av en variabel med verdiene 0 og 1 vil rett og dett vaae antall enheter som har verdien 1.
Gjennomsnittet, som vi far ved a dele denne summen pa totalt antall enheter, vil falgelig vaere andelen
som har verdien 1i utvalget.

Eksempel:
Gjennomsnittet av variabelen kjgpt svart arbeid for kvinner finner vi ved & summere deti observasjo-
nene og dele patotalt antall observasjoner:

(0+0+0+0+0+0+0+0+1+1)/10 = 2/10=0,2

Dette tallet er identisk med sannsynligheten eller andelen som vi beregnet tidligere. Hvis vi tar gjen-
nomsnittet blant et utvalg enheter av en dikotom variabel med verdiene 0 og 1, vil resultatet alltid veare
andelen i dette utvalget som har verdien 1 pa variabelen.

Det at de estimerte koeffisientene i regresjonsanalyse viser gjennomsnittsendringer i avhengig variabel
ved a gke verdien pa en uavhengig variabel med en enhet, innebarer altsa at koeffisientene, nar vi har
en dikotom avhengig variabel kodet med verdiene 0 og 1, kan fortolkes som endringer i andeler eller
sannsynligheter for a haverdien 1 pa den avhengige variabelen som fglge av en enhetsendring i en
uavhengig variabel. Felgelig ser det i farst omgang ikke ut til avaae noei veien for & benytte ordinaa
linesar regregonsanalyse ndr vi har en dikotom avhengig variabel. Denne analyseformen kalles for
lineaar sannsynlighetsregresjon.

2.4 Alt sare vel? — svakheter ved linesa sannsynlighetsregresion

Salangt virker alt vel. Dersom linesa regresion tross at kan behandle dikotome variabler, skulle man
kunne ngye seg med denne analyseformen og grunnlaget for dette notatet ville veare relativt tynt. Imid-
lertid er linesar sannsynlighetsregresjon beheftet med en del svakheter i form av brudd pa forutsetnin-
gene for ordinaa regresjon. Disse svakhetene er at feilleddene ikke er normalfordelte, at feilleddene er
heteroskedastisk fordelt, at modellen kan gi menings @se prediksjoner og at den funksjonelle formen
pa sammenhengen ofte er tvilsom.

Den farste svakheten, at feilleddene ikke er normalfordelte, er ikke den mest vesentlige. Dette vil ikke
skape problemer for estimatene av koeffisienter, dlik at disse fortsatt er forventningsrette. Derimot har
denne forutsetningen betydning for & kunne trekke ngyaktige statiske slutninger pa bakgrunn av
resultatene. Nar det gjelder de andre punktene ovenfor vil jeg drefte hvert av dem naamere nedenfor.

2.4.1 Heteroskedastisitet

Linesa regregon forutsetter at feilleddene er fordelt homoskedastisk. Det innebagrer at spredningen
rundt regresionglinjen, dvs. avstandene mellom predikerte og observerte verdier, er omtrent den
samme uavhengig av hvilke verdier vi har pa den uavhengige variablene. Dersom variasjonen rundt
regresionslinjen ikke er konstant, har vi heteroskedastisitet. Ved regresjon med dikotom avhengig
variabel vil feilleddene vaae heteroskedastiske fordi den betingede variansen til feilleddene er
avhengig av de uavhengige variablene og falgelig ikke konstant.?

Heteroskedastiske feilledd virker ikke inn pa parameterestimatene (regresjonskoeffisientene). Disse vil
fortsatt vaare forventningsrette. Derimot vil ikke lenger standardfeilen og de mal som bygger pa denne

2 En matematisk utlegning av dette finnes blant annet i Long (1997:38).
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— konfidensintervaller, t-tester og F-tester — vaae korrekte. Det er heller ikke mulig &si noe om stan-
dardfeilene er systematisk for haye eller for lave (Gujarati 1988:325-26). Vi kan falgelig ikke trekke
slutninger om at signifikanstestene ved heteroskedastisitet innebaarer gkt sannsynlighet for feil av type
| (beholde en gal nullhypotese) eller type Il (forkaste en riktig nullhypotese).

Heteroskedastisitet er et alvorlig problem, men problemet har vaat foredatt |ast ved hjelp en totrinns-
prosedyre hvor en i fgrste omgang estimerer predikerte sannsynligheter med vanlig regresjon og i
neste omgang estimerer koeffisientene ved hjelp av veide minste kvadraters metode («WLS).% Selv om
denne framgangsmaten laser problemet med heteroskedastisitet og gker effektiviteten knyttet til esti-
matene, |gser det ikke andre og mer grunnleggende problemer med sannsynlighetsregresjon.

2.4.2 Problemet med & begrense avhengig variabel til 4ligge mellom 0 og 1

Som nevnt ma sannsynligheter (eller andeler) befinne seg i intervallet 0 og 1. Det gir ikke mening &
snakke om sannsynligheter som er lavere enn O eller hayere enn 1. Ved lineas sannsynlighetsregresjon
vil enimidlertid ikke sjelden predikere slike meningsl @se sannsynligheter, noe som ogsa utgjer den
vesentligste svakheten ved linesar sannsynlighetsregresion. Vi kan illustrere dette ved hjelp av et
eksempel.

Eksempel:

Vi foretar en linesar sannsynlighetsregresion med timel gnn som avhengige variabel og kjegnn og antall
ar med utdanning utover grunnskole som uavhengige. Lenn er en dikotomisert variabel som er for-
holdsvis skjevfordelt. Verdien ”hay lgnn” er de som tjener kr. 140 eller mer i timen. Dette utgjer 9,2
prosent av enhetene i undersakel sen.

Tabell 2.2: Lgnnsniva (dikotomiert) avhengig av kjgnn og utdanning. Arbeidslivsunder sgkelsen
1993. Utskrift fralineser sannsynlighetsregreson.

Coefficients
Unst andar di zed St andar di zed t Si g.

Coef fisients Coeffisients

Model B Std. Error Bet a

1 (Const ant) 0, 0528 0, 0088 5, 9815 0, 0000
kj ann -0, 0963 0, 0097 -0, 1679 -9, 8846 0, 0000
utdanning i ar 0, 0285 0, 0019 0, 2568 15, 1174 0, 0000

a Dependent Vari abl e: |@nn di kotom sert

Resultatene fra regresjonsanalysen er vist i tabellen ovenfor. Konstanten i utskriften viser predikert
sannsynlighet for & ha hgy 1enn for menn som ikke har utdanning utover grunnskole (verdien 0 pa
begge de uavhengige variablene). Denne sannsynligheten er 0,05 og kan ogsa tolkes som andelen som
har hgy lgnn i denne gruppen (5 prosent). Den negative kjannskoeffisienten viser at sannsynligheten
for ahahgy lgnni gjennomsnitt er 0,09 lavere blant kvinner enn menn, kontrollert for utdanning.
Utdanningskoeffisienten viser at sannsynligheten for ahahay lann i gjennomsnitt er 0,03 hayere for
hvert & mer med utdanning respondentene i undersakelsen har, kontrollert for kjenn.

% Interessertei WLS og den mer generelle GLM («generalized least squares method») henvises il laebgker i
regreson og gkonometri, f.eks. Greene (1993), Guijarati (1988:321-25 og 337-38), Aldrich and Nelson (1984).
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Regresjonsresultatet kan ogsaillustreres ved en figur, slik som nedenfor. Figuren viser, som vi alle-
rede har kommentert, at kvinner generelt har en lavere sannsynlighet enn menn for & ha hgyere lann,
men at utdanning gker denne sannsynligheten bade for menn og kvinner.

0,3

0,25 4

0,2 4

0,15 4

0,1

0,05 £

Sannsynlighet/andel

-0,05

= Menn

e Kvinner

-0,1

3 4

Utdanning i &r

Figur 2.1: Predikert sannsynlighet for & ha hay lgnn ut fraregresonsmodellen i Tabell 2.2.

Arbeidslivsunder sgkelsen 1993,

Vi ser imidlertid ogsa at modellen predikerer negative andeler som har hgy lann blant kvinner som har
0 eller 1 ars utdanning utover grunnskole. Dette gir ikke mening. Andelen kvinner som har hgy lenn
kan ikke blir mindre enn null. En mulighet er a fortolke negative sannsynligheter som 0 og sannsynlig-
heter hgyere enn 1 som 1, men dette er ogsa betenkelig dersom antallet enheter som faller utenfor er
relativt stort.

Tabell 2.3: Fordeling av predikerte verdier pa bakgrunn av regresonsmodellen i Tabell 2.2.

Arbeiddivsunder sgkelsen 1993.

Value Frequency Percent Valid Percent Cumulative Percent

valid |(-0,04353 273 8,4 8,7 8,7
-0,01504 519 16 16,5 251
0,04195 281 8,7 8,9 34
0,05278 274 85 8,7 42,7
0,08127 356 11 11,3 54
0,09894 192 59 6,1 60,1
0,13826 618 19,1 19,6 79,7
0,15593 159 49 5 84,8
0,19524 197 6,1 6,3 91
0,21291 24 0,7 0,8 91,8
0,25223 111 34 35 95,3
0,30922 137 42 43 99,7
0,3947 11 0,3 03 100
Total 3152 97,3 100

Missing |System 87 2,7

Total 3239 100
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Hvor stort problemet med meningsl gse prediksgoner er, avhenger av fordelingen pa den avhengige
variabelen og hvilke variabler vi inkluderer i regresjonsmodellen. Generelt er det dlik at jo mer skjev-
fordelt den avhengige er, jo starre er problemet. Dersom vi lagrer de predikerte sannsynlighetene fra
den linesare sannsynlighetsregresionen ovenfor, kan vi se hvor stort problemet er i vart eksempel.

Tabellen ovenfor viser at ganske nayaktig en fjerdedel av de predikerte sannsynlighetene er lavere enn
0. Det er ingen predikerte sannsynligheter over 1. Problemet med meningsl gse prediksjoner represen-
terer med andre et betydelig problem i denne analysen.

2.4.3 Problemet med funksonell form

Grunnen til at den linesare modellen predikerer negative sannsynligheter er nettopp at den er linea,
dvs. at endringen i sannsynlighet/andel som falge av endringer i uavhengig variabel er lik uansett
utgangspunkt. Denne forutsetningen kan i sveat mange sammenhenger ikke forsvares hverken
teoretisk eller empirisk. Er det f.eks. rimelig & anta at sannsynligheten for & ha hgy lenn stiger like
mye med gkt utdanning uavhengig av hvor stor denne sannsynligheten er paforhand? | det neste
kapitlet skal vi g naamere inn pa en bestemt funksjonell form som ofte kan forsvares teoretisk og
empirisk, nemlig den sdkalte S-kurven.

Den funksjonelle formen er pa mange méter det viktigste ankepunktet mot lineag sannsynlighets-
regresion, faktisk viktigere enn de mer tekniske svakhetene som er nevnt ovenfor. Grunnen til dette er
at man med dette retter oppmerksomheten mot at valg av analysemodell ikke bare er et tekniske
spersmal, men i hgyeste grad et teoretisk spersmal. En velger ikke logistisk regresjon ferst og fremst
pa grunn av de tekniske problemene med lineas sannsynlighetsregresjon, men farst og fremst fordi
den logistiske modellen (og dens fetter probitmodellen) innebaarer & konstruere mer realistiske og
teoretiske relevante modeller over bestemte sosiale fenomener. Det er viktig a hai mente at logistisk
regresion (eller probitregreson) ikke er et godt aternativ i ale situasoner.
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3 Logistisk regregon med dikotom avhengig variabel

En dternativ méte & foreta analyse av dikotome avhengige variabler er & bruke f.eks. logistisk
regresion eller probitregresion. Disse to analyseteknikkene har ikke de svakhetene som er innebygd i
linesar sannsynlighetsregresjon og tilbyr en funkgonell form som i mange tilfeller er mer realistisk og
teoretisk relevant. Prisen man ma betale er imidlertid at resultatene ikke lenger gir umiddelbar mening
og falgelig kan vagre vanskelig & fortolke og ikke minst formidle til andre. Framstillingen nedenfor
konsentrerer seg utelukkende om logistisk regresjon og tilstreber a gi bade en intuitiv og en mer for-
mell innfaring i metoden.

3.1 Eninnledende, intuitiv innfaring i prinsippet bak logistisk regreson
3.1.1 S-kurven og dens anvendelser

| en rekke sammenhenger benyttes S-kurven for & beskrive sosiale fenomener. Denne funksjonelle

formen illustrert i figuren nedenfor.
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Figur 3.1: lllustrasjon av en S-kurveformet sammenheng mellom sannsynlighet (Y) for et
fenomen og en variabel X.

o

S-kurven er slik at sammenhengen mellom avhengig og uavhengig variabel er svak nar den avhengige
variabelen i utgangspunktet har lave verdier. Etterhvert som utgangsverdien pa den avhengige variabe-
len gker blir ssmmenhengen sterkere fram til et visst punkt (midt pa kurven). Deretter avtar sammen-
hengeni styrkeigjen.

Endringeni Y som falge av en enhets endring i X er med andre ord minst i begge «halene» pa kurven.
Det er ogsa verdt a merke seg at kurven aldri nar grenseverdiene, selv om det er litt vanskelig & se ut
frafiguren. Sannsynligheten (Y) aldri blir null, selv om kurven naamer seg dette punktet nar X gar
mot en uendelig stor negativ verdi. Det samme gjelder verdien 1 pa Y. Nar X antar et uendelig stort
positivt tall, vil kurven neame seg 1, men aldri helt nd punktet. Matematisk skrives dette pa falgende
mate:
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limY=1 og limY=0

X—w X—>-0

Det ferste av disse uttrykkene sier er at nar variabelen X g&r mot uendelig positive verdier (X — ) sa
gar variabelen Y stadig neamere en grenseverdi pa 1 (lim X = 1), men nér aldri denne verdien. Det
andre uttrykket sier at nér variabelen X gér mot uendelig negative verdier (X — -o0) sA gar variabelen
Y stadig nearmere en grenseverdi pa 0 (lim X = 0), men nar heller aldri denne verdien.

Figuren ovenfor viser en positivt sammenheng mellom X og Y, nemlig at Y stiger nar X stiger. En kan
ogsa tenke seg en negativ sammenheng. Davil kurven gamot verdien 1 pa Y -aksen etterhvert som X
antar stadig lavere verdier og mot O etterhvert som X gker i verdi. Kurven i figuren blir felgelig speil-
vendt ved en negativ sammenheng.

Kurvens form kan f.eks. illustreres ved hjelp av sammenhengen mellom tid og laging. Til abegynne
med kreves det forholdsvis mye innsats for atilegne seg kunnskaper pa et felt. Effekten av innsatsen er
med andre ord forholdsvis liten. Etterhvert som grunnlaget er lagt gker imidlertid laaingseffekten
drastisk og en far mye igjen for studieinnsatsen. Pa et senere stadium géar imidlertid lagringen tregere
igien og det en tilegner seg er mindrei forhold til innsatsen enn tidligere. Det er ogsa slik at selv om
en skulle bli en ekspert pd omrédet, savil en aldri sitte med full innsikt. En vil med andre ord aldri helt
nadmalet (verdien 1).*

En rekke sosiale fenomener kan sies & oppfare seg patilneamet samme méte: spredning av informa-
son som fglge av informasjonstiltak eller effekt av sosiale og politiske tiltak som fglge av gkonomiske
ressurser som stilles til radighet. Formen pa kurven kan ogsa knyttes til resonnementer om grense-
nytte. Mens tilleggsnytten av & gke innsatsen pa et omrade er gkende fram til midtpunktet pa kurven
(der den er brattest), avtar tilleggsnytten gradvis ndr man gker innsatsen utvoer dette punktet. Et siste
eksempel er det vi allerede har benyttet og som vi skal benytte videre, nemlig sasmmenhengen mellom
utdanning og hgy lgnn. Blant dem som har lav utdanning er andelen som har hgy |ann (=sannsynlig-
heten for & ha hgy lann). Mer utdanning eker andelen eller sannsynligheten for & ha hay lann, men
effekten er relativt liten & begynne med, etterhvert blir effekten av mer utdanning starre, men effekten
blir gradvis mindre etter 2 ha nadd et vist punkt. Vi ser at det i mangetilfeller er mulig a knytte teore-
tiske resonnementer til sosiale sammenhenger som stemmer overens med S-kurven ovenfor. Dette er
et viktig utgangspunkt for logistisk regresjon.

Et annet viktig poeng i forbindelse med kurven ovenfor bar poengteres. Figuren viser en logistisk
sammenheng mellom en tenkt uavhengig variabel (X) og sannsynligheten for at et fenomen inntreffer
(Y). Vi ser at Y varierer mellom 0 og 1, slik vi tidligere pdpekte at sannsynligheter eller andeler ma
gigre.” Vi ser ogsd at den logistiske kurven i omrédet mellom 0,2 og 0,8 pa Y -aksen, kan beskrives
som en rett kurve. Det forteller oss at dersom hovedtyngden av materialet ligger i dette omradet, dvs.
at vi ikke har en svaat skjevfordelt variabel, sd kan lineaar sannsynlighetsregresion benyttes som en
tilnaaming. Vi har imidlertid fortsatt problemet med heteroskedastisitet dersom vi ikke benytter WLS
som metode (se avsnitt 2.4.1 ovenfor).

4 Skal vi falge logikken helt ut, antyder kurven ogs at det ikke er mulig & vaare komplett idiot p& et omréade (dvs.
haverdien 0), selv om en kan komme farlig nag.

® Strengt er formuleringen ovenfor noe upresis. Sannsynligheter m& befinne seg i intervallet 0-1, mens andeler
som oftest uttrykkesi prosent og felgelig ma befinne seg i intervallet 0-100 prosent. Resonnementene ovenfor
gjelder imidlertid ogsa for andeler. S-kurven vil damot O pa den ene siden og mot 100 pa den andre siden. Det er
med andre ord kun skalaen pa y-aksen som endrer seg nar en opererer med andeler.
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3.1.2 Hvordan faen avhengig variabel uten grenser

En av grunnenetil at linesa sannsynlighetsregresion ikke faller heldig ut er at denne metoden behand-
ler alle avhengige variabler som kontinuerlige variabler med i prinsippet ubegrenset utfallsrom. Dette
gjelder i prinsippet alle former for regresion. Veien agaer falgelig afaformulert den avhengige vari-
abelen i regresjonsmodellen dlik at den ikke lenger er begrenset til intervallet [0-1]. Klarer vi dette,
slipper vi abekymre oss for utfallsrommet for prediksjonene til modellen.

Figuren ovenfor antyder hvordan dette kan gjeres. Den viser sammenhengen mellom en uavhengig
variabel X og en avhengig variabel Y. Legg merketil at mens Y -variabelen ikke kan ha verdier hgyere
enn 1 eller lavere enn 0O, gjelder det ingen tilsvarende begrensninger for X-variabelen. Den kani prin-
sippet anta alereelle verdier, fra pluss uendelig til minus uendelig. Sammenhengen som S-kurven i
figuren illustrerer kan med andre ord brukes til &8 omforme en begrenset variabel (Y) til en ubegrenset
variabel (X). Vi kan tenke oss at vi transformerer en sannsynlighetsvariabel (Y) som varierer mellom 0
og 1til en variabel (X) som ikke har noen begrensninger nar det gjelder hvilke verdier den kan anta.
En dik variabel kan uten problemer benyttes som avhengig variabel i regresjon.

3.2 En mer formell utledning av den logistiske kurven — odds og log-odds

Ovenfor har jeg presentert det en kunne kalle for det «idemessige» grunnlaget for den logistiske kur-
ven og logistisk regresion. | dette underkapitlet gjennomgér jeg hvordan vi matematisk kan utlede den
logistiske regresjonsmodellen. Utgangspunktet er at vi har en dikotom avhengig variabel Y som varie-
rer mellom 0 og 1. | tréd med hvavi kom fram til ovenfor ma denne transformerestil en variabel som i
prinsippet ikke har noen begrensninger knyttet til hvilke verdier den kan anta. Dette skjer i to trinn.
Det farste trinnet er a fjerne grensen for hvor store positive verdier den avhengige variabelen kan anta
ved omforme variabelen til odds. Det andre trinnet er & fjerne grensen for hvor store negative verdier
variabelen ved atalogaritmen av oddsen. Nedenfor gjennomgas hvert av disse trinnene i detalj.

3.21 Ferne gvre grense - odds

Det ferste vi ma gjare er afjerne den gvre grensen pa den avhengige variabelen slik at den i prinsippet
kan anta uendelige positive verdier. Det gjares ved @ omforme den avhengige variabelen til et for-
holdstall kalt odds. Oddsen uttrykker et blandingsforhold, dvs. forholdet mellom sannsynligheten for
at noe inntreffer (p) mot sannsynligheten for at det ikke inntreffer (1-p). Formelen er: ®

Odds=—P—
1-p

Eksempel:
Dersom sannsynligheten for at menn har kjapt svart arbeid er 0,4, er sannsynligheten for at de ikke har
Kjgpt svart arbeid 1-0,4 = 0,6. Oddsen uttrykker forholdet mellom disse to sannsynlighetene.

® Oddsen kan naturligvis ogsd beregnes pa bakgrunn av prosentandeler. Siden prosentandeler varierer mellom 0
0g 100 blir formelen for odds da (p uttrykker prosentandel):

Odds = —P
100-p
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Oddsen 0,67 (2/3) sier at det for hver andre mann som har kjgpt svarte tjenester er det tre menn som
ikke har gjort det. Jo hgyere oddsen er, jo flere er det som har kjegpt svart i forhold til de som ikke har
Kjgpt svart. En odds pa 2 sier at det for hver andre mann som har kjept svart er en som ikke har gjort
det.

Odds

Oddsen sier noe om blandingsforholdet blant enhetene med hensyn til en variabel. Andelen eller an-
tallet enheter som har verdien 1 pa den avhengige variabelen sesi forhold til andelen eller antallet
enheter som har verdien 0. Dette er ikke intuitivt like lett &forstd. La oss derfor illustrere det med to
relativt hverdagslige eksempler.

Det farste eksempelet er kanskje det minst hverdagslige for de fleste av oss. Odds brukes ofte som et
mal pavinnerganser, f.eks. ved hesteveddel gp. Oddsen forteller hvor mye en vil vinne for hver krone
en satser, dersom den hesten en satser pavinner. En hest med hgye odds er fglgelig en hest som har
smavinnersjanser, men som ville gi deg en god sum penger dersom den kommer farst i mal. Dersom
oddsen er 100:1 («hundre til en»), innebagrer det at en far hundre kroner for hver krone en har satset
dersom hesten vinner.

Det andre eksempelet er nok mer hverdagslig, nemlig blanding av saft. Pa kjgpesaft er det ofte oppgitt
hvor mye saft en skal blande i forhold til vann. Dersom en skal blande en del saft og fire deler vann,
innebagrer det at blandingsforholdet er 1:4 («en til fire») med saft. Jo hgyere blandingsforhol det er, jo
mer saft er det i forhold til vann og jo sterkere er saften.

Tilsvarende er det med eksempelet ovenfor. Jo hayere oddsen er for menn nér det gjelder a ha kjapt
svarte tjenester, jo flere er det som har kjgpt svart i forhold til dem som ikke har gjort det.

Generelt er det dik at dersom det er like sannsynlig at noe inntreffer som at det ikke inntreffer, er odd-
sen for at det inntreffer lik 1. Er oddsen sterre enn 1, er det mer sannsynlig at fenomenet inntreffer enn
at det ikke gjer det. Er oddsen mindre enn 1, innebarer det at det er mer sannsynlig at fenomenet ikke
inntreffer enn at det inntreffer. Vi kan ogsdillustrere oddsbegrepet med andeler. En odds pa 1 sier at
andelen som (eller antallet) som har en egenskap ell. er like stor som andelen som ikke har denne
egenskapen. Er oddsen starre enn 1, innebaarer det at det er en starre andel enheter som har egenska:
peni forhold til andelen som ikke har den. Er oddsen mindre enn 1 er andelen som har egenskapen
mindre enn andelen av enhetene som ikke har den.

Vi ser ogsd at oddsen kan bli uendelig stor etterhvert som p (sannsynligheten/andelen) blir starre:

p=09 - 0odds=0,9/0,1 =9,
p=0,99 - odds = 0,99/0,01 = 99,
p=0,999 - odds = 0,999/0,001 = 999 etc.

Det innebagrer at vi ved & omforme den avhengige variabelen frarene sannsynligheter (slik som i
sannsynlighetsregresion) til odds har oppnadd & fjerne den gvre grensen for variabelen. Oddsen kan bli
uendelig stor, men den kan ikke bli mindre enn null. Det gjenstér altsa a fjerne den nedre grensen.
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3.2.2 Fjerne nedre grense— log odds

Det neste skrittet er derfor afjerne den nedre grensen for variabelen. Vi fjerner den nedre grensen ved
ataden naturlige logaritmen av oddsen. Oddsen varierer mellom 0 og positivt uendelig, slik at vi kan
altid talogaritmen av denne. A talogaritmen av oddsen gir et interessant resultat:

e Naroddsener lik 1, dvs. at det er like sannsynlig at egenskapen er tilstede som at den ikke er det,
saer logaritmen lik 0.

e Er oddsen starre enn 1, dvs. at det er mer sannsynlig at egenskapen er tilstede enn at den ikke er
det, er logaritmen positiv.

e Er oddsen mindre enn 1, dvs. at det er mer sannsynlig at egenskapen ikke er tilstede enn at den er
tilstede, sa er logaritmen negativ.

Det uttrykket vi far nér vi tar logaritmen av oddsen, kalles logiten, som betegnes med L:

e

Eksempel:
| vart eksempel var sannsynligheten for & ha kjept svarte tjenester 0,2 for kvinner og 0,4 for menn. Vi
kan falgelig beregne log odds eller logiten for de to gruppene:

For kvinner: L = In(l pp} = |n(1 0.2 ] = |n(0,25) =-1,386

For menn: L:In[ P ]:In( 04 ):In(0,67)=-0,405
1-p 1

Disse logitene har ingen enkel substansiell fortolkning. Vi kan imidlertid legge merketil at rangerin-
gen mellom menn og kvinner fortsatt er den samme etter transformeringen. Kvinner har den laveste
sannsynligheten for & ha kjept svart arbeid og har ogsa den laveste logiten. Transformeringen av sann-
synligheter endrer ikke rekkefagen mellom observasjonene.

Naturlig logaritme

For den som ikke er matematisk bevandret er det umiddelbart ikke lett & forstd hva den naturlige
logaritmen er. Formelt er den naturlige logaritmen (In) til et tall det tallet som en ma opphaye det
naturlige tallet e (=2,718...) i for afa utgangstallet. Eks: Den naturlige logaritmen til 10 er 2,3026...
fordi en ma oppheye ei 2,3026...’nte potens for afatallet 10.

| stedet for afortape ossi matematiske detaljer, er det en del egenskaper ved den naturlige logaritmen
som er viktige i var sammenheng. For det farste medferer det &talogaritmen av en rekke med tall at
rangeringen mellom tallene opprettholdes. Det laveste tallet far transformeringen er fortsatt det
laveste tallet etterpd, osv. For det andre er logaritmen til tallet 1 lik 0. Tall mellom 1 og O gir negativ
logaritme, menstall som er hgyere enn 1 gir positiv logaritme. Det er ikke mulig &talogaritmer av
tallet null eller negative tall.
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Uttrykket i formelen for logit eller log odds har ingen nedre eller avre grense. Nar p (sannsynligheten
for at enomenet inntreffer) neamer seg 0, gar L mot minus uendelig:

p=0,1 —  L=In(0,1/(1-0,1)) =-2,20
p=0,01 > L=In(0,01/(1-0,01)) =-4,60
p = 0,001 >  L=In(0,001/(1-0,001)) =- 6,91

Ved atransformere sannsynlighetene til 1og odds har vi med andre ord fjernet bade den gvre og nedre
grensen for den avhengige variabelen. Logiten kan anta bade uendelig store negative verdier og uende-
lig store positive verdier.

Dersom vi plotter sammenhengen mellom logiten og den underliggende sannsynligheten som den er
beregnet pa grunnlag av, far vi falgende sammenheng:
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Figur 3.2: lllustragjon av den logistiske sammenhengen mellom sannsynligheten (p) for et
fenomen og logiten (L).

Dette er jo faktisk den S-kurven vi gjorde rede for tidligere. Mens sannsynligheten (p) beveger seg
mellom 0 og 1, beveger logiten seg framinus uendelig til pluss uendelig. Det er logiten vi bruker som
avhengig variabel i logistisk regreasjon fordi denneikke er begrenset til & bevege seg innen et bestemt
intervall.

Den modellen vi benytter i logistisk regresion kan formuleresi likningen nedenfor. | likningen beteg-
ner L logiten, dvs. logaritmen av oddsen; by er koeffisienten for konstanten, dvs. logiten nér alle de
uavhengige variablene i modellen har verdien O; x;-x, er de uavhengige variablene; b;-b, er koeffisien-
tene for de uavhengige variablene, mens e stér for feilleddet.

L =In[rpp]= b, +b,x; +..+b,x, +e

Likningen viser at logaritmen av oddsen (logiten) er en linesar funksjon av et sett uavhengige variab-
ler. Etter & ha beregnet denne modellen, vil vi ikke fa som resultat koeffisienter som forteller oss end-
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ringen i sannsynlighet som fglge av endringer i de uavhengige variablene, men derimot koeffisienter
som gir endringen i logiten som fglge av endringer i de uavhengige variablene.

3.3 Framgangsmate og resultater ved logistisk regresion
3.3.1 Fraendikotom avhengig variabel til logiter

Jeg har vist hvordan sannsynligheter kan transformerestil en logitvariabel uten nedre og @vre grense.
Denne Igsningen innebaarer imidlertid et tilleggsproblem: Vi kjenner normalt ikke for enhetene i
undersgkelsen, dvs. logaritmen av forholdet mellom sannsynligheten for & haverdien 1 og sannsynlig-
heten for & ha verdien 0 pa den avhengige variabelen. Logiten er ukjent for oss fordi vi ikke har
oppgitt de underliggende sannsynlighetene. Det eneste observasjonen vi har er en dikotom variabel
med verdiene 0 og 1. Vi har data paindividniva, mens en for a beregne sannsynligheter, odds og | ogit
ma gruppere enhetene i grupper for & beregne andeler.

En mulighet er faktisk a gruppere enhetenei grupper etter hvilke verdier de har pa de uavhengige
variablene, deretter estimere andelenei disse gruppene som har verdien 1 pa den avhengige variabe-
len, videre beregne log-odds for sa & gjennomfare en regresjonsanalyse pa de grupperte dataene. Den-
ne framgangsméten har imidlertid sine begrensninger i og med at vi er avhengig av at det er et rimelig
antall enheter innen hver kategori. Jo flere uavhengige variabler vi trekker inn og jo flere verdier disse
variablene har, jo vanskeligere er det a tilfredsstille denne forutsetningen.

Eksempel:

Laosslikevel selitt neamere pa denne framgangsmaten. Vi gar tilbake til eksempelet i avsnitt 2.4.2
ovenfor med |gnnsniva som dikotom avhengig variabel. Hvis vi forenkler eksemplet og kun trekker
inn utdanning som uavhengig variabel, kan vi beregne sannsynligheter, odds og logit for & ha hay |ann
innenfor de ulike utdanningskategoriene dlik det er gjort i tabellen nedenfor.

Tabell 3.1: Sannsynligheter, odds og logit for & ha hgy lenn avhengig av utdanningslengde.
Arbeidslivsunder sgkelsen 1993.

Lenn
Ut danning i | av hay Sum sannynlighet for & odds | ogit
ar etter (y=0) (y=1) ha hgy | gnn

grunnskol e (p) (p/(1-p)) (In(p))
0 532 15 547 0, 027 0, 028 - 3,569
1 847 28 875 0, 032 0, 033 - 3,409
3 817 82 899 0,091 0, 100 -2,299
5 339 50 389 0, 129 0, 147 -1,914
7 239 31 270 0, 115 0, 130 -2,042
9 89 72 161 0, 447 0, 809 -0,212
12 6 5 11 0, 455 0, 833 -0, 182

For afinne sannsynlighetene for & ha hgy lenn deles antall enheter med hay |2nn pa summen av enhe-
ter i gruppen. For enheter med 0 &rs utdanning utover grunnskole blir dette 15/547 = 0,027. Omfor-
mingen til odds og logiter skjer i henhold til de formler som er gjennomgatt ovenfor. Logitene kan na
brukes som avhengig variabel i en ordinaa regresion med utdanning som uavhengig. Det gir fglgende
resultat:
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Tabell 3.2: Beregning av logiter for & ha hgy lenn med. Ordinaer linezer regregon. Arbeidslivs-
under sgkelsen 1993.

Koef fi si enter St andar df ei | t-Stat P-verdi
Utdanning i ar 0, 298 0, 042 7,172 0, 001
Konst ant -3,520 0, 276 -12,766 0, 000

Dette resultatet kan sammenliknes med resultatet fra en logistisk regresjonsanalyse:

Tabell 3.3: Beregning av logiter for & ha hgy Ienn. Logistisk regresjon. Arbeidsivsunder sgkelsen
1993.

Koef fi si enter St andar df ei | z- St at P-verdi
Utdanning i ar 0, 317 0, 022 14, 246 0, 000
Konst ant -3,514 0,123 -28,581 0, 000

Vi ser at koeffisientene for de modellene i dette tilfellet er svaat like. Koeffisientene i de to modellene
kan ogsa fortolkes pa samme mate (vi kommer tilbake til fortolkningen nedenfor). Standardfeilene og
t-testene avviker imidlertid temmelig mye fra hverandre i de to modellene. Beregningen av dissei den
farste modellen er imidlertid basert pa 7 observasjoner fordi vi har gruppert enhetene avhengig av
hvilken verdi de har pa den avhengige variabelen.

Hensikten med dette eksempelet er ikke & vise at ordinaa regresjon med manuelt transformert variabel
er et alternativ til logistisk regresion, men a prave dillustrere hva som egentlig skjer ved logistisk reg-
reson.

3.3.2 Beregning av koeffisienter i logistisk regresjon — maximum likelihood

Beregningsmaten ved logistisk regresjon fglger samme prinsipp som Igsningen for linesar sannsynlig-
hetsregresjon. Som vi s&i avsnitt 2.3 f& en ved ordinaa regresjon (OLS) koeffisienter som kan fortol-
kes som sannsynligheter fordi modellen beregner gjennomsnittsverdier. En dikotom avhengig variabel
med verdiene 0 og 1 ville derfor gi resultater som uttrykker sannsynligheter. Problemet er imidlertid at
det ikke er teknisk mulig & sette opp regresionslikningen pa en slik méte at vi kan bruke OLS il &
beregne logaritmer av odds. Beregningen av koeffisientene i logistisk regresion, ma derfor skje paen
annen méte, ved av sakalt Maximum Likehood Estimation (MLE), eller pa dérlig norsk: Estimering av
maksimal sannsynlighet.

Ved estimeringen av koeffisienter i ordinaa regresjon benyttes minste kvadraters metode. Det inne-
bagrer at en estimerer de parametrene som ut fra den spesifiserte modellen gir minst mulig total av-
stand (Error Sum of Squares) mellom de predikerte verdiene og de observerte verdiene. Vi gnsker
totalt sett minst mulig feilprediksjoner.

Maximum Likelihood Estimation arbeider pa en noe annen mate. Gitt den modellen vi har spesifisert
(se ovenfor), beregnes de estimatene som gjar det mest sannsynlig at vi har fatt de observerte y-verdi-
ene (0 og 1). Det formuleres en Maximum Likelihood funkson som utgangspunkt for dette estime-
ringsproblemet. Selve beregningen gar ut pa afinne de estimatene som maksimerer denne funksjonen.
Som vi ser av S-kurven er den logistiske regresjonsmodellen ikke-lineaa og matematikken er betrakte-

" OLS og ordinaa regresjon blir brukt som synonymer for regresjon basert pd minste kvadraters metode.
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lig mer komplisert enn ved ordinaa regresion. Modellen kan ikke |gses ved hjelp av algebra og |asnin-
gen ma derfor finnes numerisk, dvs. en maved hjelp av algoritmer «preve» seg fram til Igsningen av
maksi meringsproblemet. Enkelte statistikkprogrammer, som f.eks. Stata, viser resultatet av hver enkelt
iteragon pa utskriften.

Selv om siktemalet for de to estimeringsmetodene er noe forskjellig, er framgangsmatene egentlig ikke
saulike. Bade minste kvadraters metode (OLS) og Mamimum Likelihood Estimation dreier seg om &
tilpasse en likning slik at den passer best mulig med det datamateriale vi ansker a beskrive. Det er

ogsa slik at OL S-estimering kan betraktes som et spesidtilfelle av ML-estimering (Gujarati 1988:96).

3.3.3 Regresjonsresultater

Pa samme méte som lineaa regresjon, gir logistisk regresjon estimater koeffisienter for konstantleddet
og hver av de inkluderte uavhengige variabler. Siden regresonsmodellen har fggende form,

P
L =In[rpj= b, +b,x, +..+b X, +e

er fortolkningen av koeffisientene ikke like innlysende som ved ordinae regresjon. Den avhengige
variabelen er ikke sannsynligheten for & haverdien 1 pa avhengig variabel som ved sannsynlighets-
regresjon, men logaritmen av oddsen for & ha verdien 1, logiten.

Konstanten (hp) viser gjennomsnittlig logit nar alle de uavhengige variablene i modellen har verdien 0.
De andre koeffisientene (b;-by,) viser hvor mye logiten eller |og-oddsen endres nar en uavhengig varia-
bel gker med en enhet i verdi og de andre uavhengige variablene holdes konstant.

Eksempel:

Vi foretar den samme analysen som i eksempelet med lineaar sannsynlighetsregresion, men benytter n&
logistisk regresjon. Den avhengige variabelen er som far timelann, dikotomisert i verdiene inntil 140
kr/t (0) og 140 kr/t eller mer (1). De uavhengige variablene er fortsatt kjenn og utdanning. Dette gir
falgende modell:

In[ P(Y =1)

=b, + b, x Kjgnn + b, x Utdanning + e
1—P(Y:1)J 0 1 X K] 2 X J

Resultatet av en logistisk regregon basert pa denne modellen er vist i tabellen nedenfor. Utskriften er
hentet fra statistikkprogrammet SPSS ved a velge Regression » Logistic... under Statistics pa
menylinjen. | Stata effektueres logistisk regresion med kommandoen .logit.
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Tabell 3.4: Logistisk regresion med lannsniva (dikotomisert) som avhengig variabel og kjenn og
utdanning som uavhengige. Arbeidslivsunder sgkelsen 1993.

—————————————————————— Variables in the Equation -----------------------

Vari abl e B S. E vl d df Sig R Exp( B)
Kj gnn -1, 6026 0,1763 82, 6356 1 0, 0000 -0, 2058 0, 2014
Ut danni ng 0, 2987 0, 0228 171, 5556 1 0, 0000 0, 2984 1, 3482
Konst ant -2,9629 0, 1279 536, 616 1 0, 0000

Den farste kolonnen (B) viser paramterestimatene. K onstanten viser at nar kjenn og utdanning har ver-
dien O, dvs. for menn uten utdanning utover grunnskole, er den estimerte logiten eller logaritmen av
oddsen (log odds) for & ha hay |gnn —2,96. Kjannskoeffisienten viser at log odds for aha hay Ignn er i
gjennomsnitt —1,60 lavere for kvinner enn for menn, kontrollert for utdanning. Nar det gjelder utdan-
ning, er log odds for & hahgy lann i gjennomsnitt 0,3 hayere for hvert & mer utdanning respondentene
i undersakelsen har. Selv om den rent tekniske fortolkningen av koeffisientene ikke skiller seg fra or-
dinae regregion, er det ikke umiddelbart |ett forsta hva koeffisientene innebaarer. De feareste av 0ss
tenker naturlig i termer av log-odds. | neste underkapittel vil vi derfor se pa ulike strategier for & pre-
sentere resultater fralogistisk regresjon.

Men farst vil jeg raskt beskrive for de andre malene i utskriften ovenfor. | kolonne nummer to (S.E.)
finner vi standardfeilenetil estimatene ogi de tre neste kolonnene (Wald, df og Sig) presenterer resul-
tatene fra signifikanstesting av estimatene basert pa standardfeilene. Vi kommer tilbake til dissei un-
derkapittel 4.1.1. | gette kolonne (R) presenteres et mal pa den partielle korrelasjonen mellom den av-
hengige variabelen og hver av de uavhengige og gir uttrykk for variablenes bidrag til modellen. Dette
malet kan sammenliknes med den standardiserte regresjonskoeffisienten i ordinaa regresion. Den siste
kolonnen (Exp (B)) angir effekten av de uavhengige variablene i oddsratioer i stedet for log odds.
Dette malet kan vagre nyttig fordi det ofte er |ettere & fortolke enn log odds. Jeg kommer tilbake til
oddsratioer nedenfor.

3.4 Fortolkninger og presentagon av koeffisienter i logistisk regreson

Utskriften ovenfor viste at resultatene fralogstisk regresjon ikke er enkle & fortolke og presentere pa
en forstaelig méte. Her vil jeg diskutere fem mulige | @sninger pa dette problemet. Den farste omgar
problemet ved & se bort frafortolkninger av koeffisientene og retter oppmerksomheten mot fortegnet
pa koeffisientene og signifikanstester. De fire andre gar alle ut pa a regne om logiten til enten odds-
ratioer eller sannsynligheter. | praksisvil en som oftest benytte seg av en kombinasion av disse tilnaa-
mingene.

3.4.1 Koeffisientensfortegn

K oeffisientene for hver av de uavhengige variablene i vart eksempel viser hvor mye logaritmen av
oddsen for & ha hgy lenn, logiten, endres nar den uavhengige variabelen gker med en enhet i verdi.
Positiv koeffisient innebaarer at logaritmen av oddsen for & ha hgy lann gker med hayere verdi pa den
uavhengige variabelen, negativ koeffisient innebaaer at logaritmen av oddsen for & ha hgy lenn
synker. Siden det talogaritmen av en rekke tall endrer forholdet mellom tallene, men ikke
rekkefglgen, kan vi fortolke fortegnet pa koeffisientene som vi ville ha gjort ved ordinae regresjon:
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e Positivt fortegn innebaaer positiv sammenheng. Oddsen (og felgelig
sannsynligheten/andelen) gker med hayere verdi pa den uavhengige variabelen.

e Negativt fortegn innebaaer negativ sammenheng. Oddsen (og felgelig
sannsynligheten/andelen) synker med hayere verdi pa den uavhengige variabelen.

Det betyr at vi f.eks. kan fortolke den negative og signifikante kjannskoeffisienten i modellen ovenfor
som statte for en hypotese om at andelen som har hgy 1gnn er mindre blant kvinner enn blant menn,
kontrollert for utdanningslengde. Dersom vi arbeider med et utvalg av respondenter (og det gjer vi
som regel), er det ikke nok & bare se pa fortegnet, hvorvidt koeffisienten er statistisk signifikant eller
ikke ma ogsatrekkesinn. Vi kommer tilbake til dettei avsnitt 4.1.

3.4.2 Oddsratioer

De neste metodene tilstreber alle &fa fram sterrelsen pa sammenhengene i modellen. Den farste meto-
den, a beregne oddsratioer, kan lette forstael sen av koeffisientene noe, men har antakelig likevel beg-
renset nytteverdi. For & komme beregne oddsratioer ma en ta antilogaritmen av de estimerte koeffisi-
entene for de uavhengige variablene. Oddsratioer er et ma pa effekt/sammenheng slik at det ikke er
mulig & beregne oddsratioer for konstantleddet.

Antilogaritme

Antilogaritmen til et tall er det motsatte av logaritmen til et tall. Mens den naturlige logaritmen (In) til
et tall er det tallet som en ma oppheye det naturlige tallet e (=2,718...) i for & fa utgangstallet, er anti-
logaritmen av et tall, rett og slett resultatet av & opphaye ei dette tallet. Som et eksempel er €' lik
2,718... Det innebagrer ogsa at fal gende sammenheng gjelder:

eIn(x) - X

Dette innebaarer at dersom en tar antilogen av logaritmen av et tall, f&r man utgangstallet. A ta anti-
logaritmen av log-oddsen vil falgelig gi oddsen som resultat.

Det resultatet en far ved ata antilogaritmen av logitkoeffisientene viser hvor mange ganger oddsen
endres nar verdien pa en uavhengig variabel stiger med en enhet. En annen mate &si det paer hva
oddsen (siansen) for ahaverdien 1 pa den avhengige variabelen ma ganges med nér den uavhengige
variabelen stiger i verdi.

Dette tallet kalles for oddsratio, dvs. ratioen eller forholdstallet mellom odds. Dersom vi tar oddsen
nar en uavhengig variabel har en bestemt verdi, p,/(1-p1), og deler pa den tilsvarende oddsen nar den
uavhengig variabelen er en verdi lavere, po/(1-po), far vi oddsratioen:
Py
g 17P

1-p,
| formelen betegner 6 oddsratioen, p, 0g p; er sannsynlighetene for & ha verdien 1 pa avhengig variabel
for de to verdiene pa den uavhengige variabelen.

Oddsratioer kan aldri bli negative. En oddsratio som er hgyere enn 1, innebagrer at oddsen stiger med
hgyere verdi pa uavhengig variabel, mens en oddsratio som er lavere enn 1 innebager at oddsen synker
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med hgyere verdi pa uavhengig variabel. Er oddsratioen lik 1, er det ingen sammenheng mellom
oddsen og den uavhengige variabelen. Det man vinner ved omregningen til oddsratioer er at vi nafar
et tall for forholdet mellom odds og at vi Slipper atenke i logaritmer. Tar man dette i betraktning er
oddsratioer antakelig enklere &fortolke enn log-odds (logit). Men det ville nok vaae en overdrivelse a
hevde at oddsratioer er intuitivt lett forstaelig.

Eksempel:

Tar vi f.eks. kjgnnskoeffisienten i regresjonsutskriften ovenfor, finner vi antilogartimen av logiten ved
&opphgye ei estimatet (-1,6026). €% gir 0,2014. Det innebaaer at forholdet mellom oddsen for &
ha hay lgnn for kvinner (kjgnn=1) og den tilsvarende odds for menn (kjonn=0) er 0,2. Oddsratioen for
kjannskoeffisienten er mindre enn 1. Det innebager at oddsen for & ha hay |ann er lavere blant kvinner
enn blant menn. Sammenhengen er med andre ord negativ. Dette kan fortolkes som at kvinnelige yr-
kestakeres odds (ganse) for & ha hgy lenn kun utgjer en femtedel av mannlige yrkesdeltakeres sjanse
for &hahay lann.

Den andre koeffisienten i eksempelet ovenfor gjelder utdanningseffekten. Hvis vi regner antilogen av
koeffisienten far vi 1,3481. Oddsratioen er starre enn 1, noe som viser at sammenhengen er positiv.
Det vil s at for hvert & mer med utdanning, eker oddsen for & ha hgy |ann med 1,35 ganger.

Dersom en ganger oddsration med 100 far en endringen i odds uttrykt i prosent. Rettere sagt, en far da
et uttrykk for hvor mye den nye oddsen utgjer i prosent av den opprinnelige ndr den uavhengige varia-
belen gker med en enhet. Anvendt pa eksempelet ovenfor kan vi tolke kjgnnskoeffisienten som at
oddsen for & ha hgy lenn blant kvinner er 20 % av den tilsvarende oddsen for menn, kontrollert for
utdanning. Nar det gjelden utdanning er oddsen for & ha hgy lann 35 % hgyere, for hvert & mer med
utdanning en har utover grunnskole, kontrollert for kjenn.

Oddsratioer kan, som vi har sett, enkelt beregnes ved ata antilogen av koeffisientene ved logistisk
regregon. Legg imidlertid merke il at utregningen egentlig er ungdvendig nar en bruker SPSS fordi
oddsratioen oppgisi den siste kolonnen i utskriften. Dersom en bruker statistikkpakken Stata kan en fa
resultatet oppgitt i oddsratioer ved & benytte kommandoen .logistic i stedet for .logit.

3.4.3 Sannsynligheter/andeler

Selv om oddsratioer er |ettere & forstd enn log-odds, er det nok et stort behov for mer lettilgjengelig
presentasion av resultater fralogistisk regresion. Enda enklere enn & forstd enn oddsratioer er naturlig-
vis sannsynligheter. Men i og med at den logistiske modellen er ikke-linesa, kan ikke koeffisientene
uten videre gjgres om til sannsynligheter. Effekten av en variabel omregnet til sannsynlighet vil nem-
lig avhenge av hvor stor utgangssannsynligheten er. Det ses lett av S-kurven som ble presentert tidli-
gere. Vi ser at effekten er starst omtrent midt pa kurven mens den avtar i begge halene.

En mulighet er imidlertid & regne ut sannsynligheter eller andeler for gitte kombinasjoner av verdier pa
de uavhengige variablene. A regne ut sannsynligheter ut fralog odds innebagrer & g& motsatt veli i for-
hold til davi gjorde sannsynligheter om til log odds. Formelen for &regne ut sannsynligheter kan utle-
des ved a omforme litt pa likningen for en logistisk regresjonsmodel l:
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In[ij =b,+bx, +...+Db, X,

1-p
0
L = g@orbrxat+boX,)
1-p
(i
1
p - 1+ e'(bo+b1X1+---+ann+e)

Vi finner sannsynligheten for & ha verdien 1 pa den avhengige variabelen for en gitt kombinasjon av
verdier pa de uavhengige variablene ved a dele 1 pa summen av 1 og antilogaritmen av minus
beregnet log odds. For aklare opp i denne noe tungvinte beskrivelsen kan vi ta for oss hvert enkelt
element. Log oddsen er rett og slett det beregnede resultatet nar en setter inn konkrete verdier for de
uavhengige variablene i den likningen som er resultatet av & effektuere regresonsmodellen. Etter &
beregnet log oddsen endres fortegnet pa resultatet, slik at en positiv log odds blir negativ og omvendt.
Til slutt tas antilogen av dette resultatet. Dafar en det som i formelen ovenfor er benevnt:

e—(b0+b1x1+...+bnxn+e

Resultatet settesinn i formelen ovenfor, og sannsynligheten kan beregnes.

Eksempel:

Vi tar fortsatt utgangspunkt i den logistiske regresonsmodellen som ble presentert ovenfor. Farst esti-
merer vi andelen som har hgy [ann blant kvinner uten utdannel se utover grunnskole. Dette gjgresi tre
trinn:

(1) Beregner log odds for kvinner uten utdannelse utover grunnskole:

|n(1LJ = by +byX, +..+ b, X, =296+ (1x ~1,60) + (0x 0,30) = -4,56

(2) Tar antilogaritmen av minus log oddsen:
e‘(bo+b1X1+---+ann+e) — e4,56 —055835
(3) Beregner andelen som har hagy lagnn:

1 1
p= 1t e‘(b0+b1xl+"'+bnxn+e) B (]_+ 95,5835)

=0,0104

Estimert andel som har hagy |@nn blant kvinner uten utdannel se utover grunnskole er 1 prosent. Alter-
nativt kan vi si at sannsynligheten for & ha hgy 1@nn for kvinner uten utdannelse utover grunnskole er
0,01.
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Deretter estimerer vi andelen som har hgy 1ann blant menn uten utdannel se utover grunnskole:

(1) Beregner log-odds for menn uten utdannel se utover grunnskole:

|n[l—ppj = by +bX, +..t b X, =-2,96+ (0x ~1,60)+ (0x 0,30) = -2,96

(2) Tar antilogen av minus log-oddsen:
e-(b0+b1>(1+...+bnxn+e) — e2,96 — 19,298

(3) Beregner andelen som har hgy lann:

1 1

) _ — 0,0493
p 1+ e_(b0+b1x1+...+bnxn+e) (1+ 19,298)

Estimert andel som har hgy |ann blant menn uten utdannel se utover grunnskole er 5%.

Dersom vi foretar de samme beregningene for kvinner og menn med 5 &rs utdanning utover grunn-
skole, finner vi at sannsynligheten er 0,0448 (4 prosent) for kvinner og 0,1885 (19 prosent) for menn.
Vi kan beregne at prosentdifferansen mellom menn og kvinner nér det gjelder andelen som har hay
lgnn er hayere for dem som har 5 &rs utdanning utover grunnskole (19% - 4% = 15 %-poeng) enn for
dem som utelukkende har grunnskole (5% - 1% = 1 %-poeng).

Selv om forskjellen i sannsynligheter varierer, er oddsratioen mellom kvinner og menn konstant for
alle verdier pa utdanningsvariabelen:

pkvinner 010104
1_ pk\,inner _ 1— 0,0104 _

9 Utdanning=0 = pmenn - 0,0493 - 0’2
1-p,.. 1-00493
_Prome 00448
1- Prvinner 1-0,0448

6 Utdanning=5 = . = = 0’2

. 0,885
1-p,., 1-01885

Dette innebagrer at oddsen for & ha hgy lann for kvinner er 20% av den tilsvarende oddsen for menn,
uavhengig av hvilket utdanningsniva de befinner seg pa. Dette er i tréd med hvavi fant i underkapittel
3.4.2 ovenfor. Logistisk regresjon forutsetter med andre ord at effekten malt i oddsratio (og log odds)
er konstant, mens effekten mdlt i endring av sannsynlighet varierer.

3.4.4 Maksimaleffekt og «gjennomsnittseffekt»

De logistiske regresjonskoeffisientene gir ogsa muligheten for & beregne effekten av en uavhengig
variabel avhengig av hvor en befinner seg pa den logistiske kurven. Utregningen skjer ved hjelp av
formelen nedenfor:
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bxp(1-p)

Ved & gange regresjonskoeffisienten (b) med produktet av sannsynligheten for at den avhengige varia-
belen har verdien 1 (p) og sannsynligheten at den ikke har verdien 1 (1-p), far man et estimat pa hvor
mye sannsynligheten endres som falge av en enhets endring i den uavhengige variabelen i dette punk-
tet.

En presentagion av logistiske regresjonskoeffisienter som kan vage hensiktsmessig i noen tilfeller er &
beregne den maksimale effekten malt i sannsynlighet som falge av variabelen. Det ma vaae effekten
av variabelen der hvor den logistiske kurven er brattest, dvs. der hvor sannsynligheten for & ha ver-
diene 0 og 1 pa den avhengige variabelen er lik (p=0,5 og 1-p = 0,5). Den maksimale effekten kan i
henhold til formelen ovenfor beregnes ved & gange regresjonskoeffisienten med produktet av 0,5 og
0,5, dvs. 0,25.

Maksimal effekt = bx0,5x0,5=0,25b

Eksempel:
Dersom vi bruker formelen ovenfor til vart gjennomgaende eksempel, finner vi at de maksimale
effektene av kjann og utdanning er henholdsvis:

Kjenn: 0,25 x -1,60 = - 0,40 eller 40%
Utdanning: 0,25x 0,30 = 0,08 €ller 8%

Den maksimale forskjellen mellom menn og kvinner nar det gjelder sannsynligheten for aha hay lenn
er 0,40. En annen mate & si det pa er at den maksimale forskjellen mellom menn og kvinner i andel
som har hgy I2nn er 40 prosentpoeng. Ser vi pa utdanningsvariabelen, er den maksimale effekten pa
sannsynlighet for & hahgy Ienn lik 0,08. Et ars utdanning ekstra kan maksimalt gke sannsynligheten
for afahgy lenn med 0,08, eller maksimalt gke andelen som far hay Ignn med 8 prosentpoeng. Disse
maksimale effektene forutsetter at sannsynligheten for &fa hgy lenn i utgangspunktet er 0,5 (50/50
fordeling mellom de som har hgy 1ann og de som ikke har det).

Det er imidlertid verdt & merke seg at det i var modell innenfor datamaterialets begrensning ikke
predikeres sannsynligheter i naarheten av 0,5, dlik at de beregnede maksimal e effektene har svaat liten
substansiell betydning i dette tilfelle. En annen mulighet er derfor & beregne effekten nar sannsynlig-
heten er lik marginalfordelingen pa den avhengige variabelen i utvalget (Sgrensen 1989:68). Dette gir
et uttrykk for variabelens effekt pa sannsynligheten der «tyngdepunktet» av materialet befinner seg,
dvs. der for den «typiske» respondenten/enheten. Denne effekten kan noe misvisende kalles den gjen-
nomsnittlige effekt pa sannsynligheten.

Eksempel:

| eksempelet ovenfor tilsier marginalfordelingen at p (andel med hgy lgnn) er omtrent 9% og 1-p
(andel med lav Ignn) er 91% (jf. avsnitt 2.4.2). Effekten pa sannsynligheten av henholdsvis kjann og
utdanning for den «typiske» respondent er da:

Kjann: 0,09 x (1-0,09) x —1,60 =0,0819 x —1,60 = - 0,13 eller 13%
Utdanning: 0,09x (1-0,09) x 0,30 =0,0819x 0,30= 0,025 €ller 2,5%

Dette er effektene av de to variablene nér verdiene pa de uavhengige variablene gir en utgangssann-
synlighet som er lik marginalfordelingen (eller gjennomsnittsfordelingen) pa den avhengige varia-
belen. Vi ser at disse effektene er langt lavere enn de respektive maksimal effektene, fordi variabelen
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er svaat skjevfordelt og befinner seg langt fra en 50/50 fordeling. Denne «gjennomsnittseffektens har
ofte mer substansiell interesse enn maksimal effekten.

3.45 Grafisk framstilling

Med utgangspunkt i beregnede sannsynligheter kan regregonsresultatene i avsnitt 3.3.3 presenteres
grafisk, pd samme méte som vi gjorde i med OL S-resultatene. Dette er kanskje den beste méten for &
presentere resultater fralogistisk regresjon fordi den gir et visuelt bilde av sammenhengen som det er
vanskelig aforestille seg ut fralogiten, oddsratioer €ller beregnede sannsynligheter.

Grafiske presentasjoner kan lages bade ved hjelp av grafikkfunksjoner i statistikkprogrammene og ved
abruke elektroniske regneark (f.eks. Excel, Lotus 123). Regneark gir flere muligheter og sterre
fleksibilitet enn de fleste statistikkprogrammer, men krever litt kjennskap til hvordan en lager formler
og gjer beregninger. | figuren nedenfor har vi benyttet resultatene fra vart eksempel til dlage en
grafisk framstilling.

S
=1/ (1+EKSP(-B9))

A | B | C | D | E |
1 Variabel Kpeffisienter
2
3 |Konstant -2 9R259
4 |Kjgnn -1 6026
5 Utdanning 02957
b
F Hvinner Menn
g Utdanning Log-odds Sannsynlighet Log-odds Sannsynlighet
g 1] -4 5655 | | 0010297533 -2 9629 0,049130351
10 1 -4 26E3 0013832573 -2 BE42 0065119176
11 2 -3 9681 00185554 -2 3655 008534161
12 3 -3 BE34 0 024353054 -2 0653 0,11236581
13 4 -3,3707 0033223817 -1,7681 0145778772
14 5 -3,072 0044277117 -1,4694 0187033828
12 = 1 FTa N NERTaA1E2 1 1707 N AT IeATa

Figur 3.3: Illustragon av framgangsmate for beregning av sannsynligheter i et regneark.

Utgangspunktet for regnearket er at vi gnsker & framstille sammenhengen mellom utdanning og sann-
synligheten for & ha hgy lenn, kontrollert for kjgnn. Vi kan si at regnearket i figuren bestar av 4 hoved-
deler:

(1) variabler og koeffisienter (omrédet A1:B5)

(2) verdier paden uavhengige variabelen som skal varieres (kolonne A fra celle 8 og nedover)
(3) beregning av log odds (kolonne B og D fra celle 8 og nedover)

(4) beregning av sannsynlighet (kolonne C og E fra celle 8 og nedover)
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| tillegg til dette kommer selve grafen.

| den farste delen legges koeffisientene inn for alle variablene og konstanten slik de kommer fram pa
utskriften fraf.eks. SPSS eller STATA. | den andre delen angir vi stigende verdier pa den uavhengige
variabelen som vi gnsker aillustrere effekten av i figuren, nemlig utdanning. Vi ma beregne sannsyn-
ligheten for & ha hay lenn for ulike verdier pa utdanning for & kunne plotte sammenhengen mellom ut-
danning og lann.

Deto farste delene angir input for & estimere sannsynligheter. Selve beregningene er splittet opp i to
trinn: farst beregnes log odds, deretter beregnes sannsynligheter. Log odds beregnes ved alage en
likning som inkluderer konstant, variabelverdier og koeffisienter. | eksempelet ovenfor er log oddsen
summen av konstant (-2,9629), verdien for kjgnn (O=mann, 1=kvinne) ganget med kjgnnskoeffisienten
(-1,6026) og verdien for utdanning (O og oppover) ganget med utdanni ngskoeffisienten (0,2987). Vi
ser at formlenei Excel bestdr av cellereferanser til de celler hvor de aktuelle tallene befinner seg. Log-
odds beregnes for alle verdier pa utdanningsvariabelen. | regnearket har vi beregnet sannsynligheter
bade for menn (kolonne E) og kvinner (kolonne C).

Deretter beregnes sannsynligheten med utgangspunkt i odds. Sannsynligheten framkommer ved & dele
1 pasummen av 1 og antilogaritmen av den beregnede log-oddsen (med omvendt fortegn). Ved alage
et regneark som dette kan en automatisere beregningene av sannsynligheter og samtidig veare noe sik-
rere pa at beregningene er korrekte.

Tallenei kolonne A, C og E kan né& benyttes for & lage en grafisk framstilling av sammenhengen mel-
lom utdanning og lenn. Siden vi har beregnet sannsynligheter for menn og kvinner isolert, far vi to
kurver over sammenhengen mellom utdanning og lann, en for menn og en for kvinner. Vi far dermed
fram at kurven stiger brattere for menn enn for kvinner.
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Utdanning i &r utover grunnskole

Figur 3.4: Sannsynlighet for & ha hgy lgnn basert pa den logistisk regresjonsmodellen i Tabell
3.4. Arbeiddlivsunder sgkelsen 1993.

Figuren ovenfor viser predikert sannsynlighet for & hahgy timelann (kr. 140,- eller hgyere), avhengig
av kjgnn og utdanning. Vi ser at den logistiske modellen ikke predikerer negative sannsynligheter, slik
OLSgjorde. | tillegg ser vi at kurvene ikke er helt paralelle, dlik OLS ga som resultat.

Dersom vi sammenlikner regresonslinjene frabade OLS og logistisk regresion, far vi fglgende figur:



En intuitiv innfering i logistisk regreson Side 34

0,35

— =Menn (OLS)
= Menn (logistisk) e
——Kuvinner (OLS) -~

= Kvinner (logistisk) //, -
0,2 —

0,3

0,25

0,15 - _ -

0,11

-
0059’;:” /

-0,05 -

Sannsynlighet/andel

-0,1

0 1 2 3 4 5 6 7
Utdanning i ar

Figur 3.5: Sammenlikning av predikerte sannsynligheter for & ha hagy legnn med henholdsvis
lineser sannsynlighetsregreson og logistisk regreson. Arbeidslivsunder sgkelsen 1993.

Figuren viser at det er relativt stor forskjell mellom de to analyseresultatene, bade for menn og kvin-
ner. Forskjellen er likevel starst for kvinner. Grunnen til at kurvene er sa forskjellige er at den avhen-
gige variabelen er skjevfordelt. De estimerte andelene er sma og nearmer seg null for dem som ikke har
utdanning utover grunnskole. Vi befinner oss altsa ved begynnelsen av den logistiske kurven hvor ef-
fekten malt i sannsynligheter er relativt liten. OL S-kurven bygger imidlertid pa forutsetningen om at
effekten er like uansett utgangspunkt og to kurvene for felgelig noksa ulik form. Hadde den avhengige
variabelen ikke vaat sa skjevfordelt ville en derimot ha opplevd at kurvene var relativt like.

| en sdenkel modell som ovenfor byr det pa sma problemer a utarbeide grafiske presentasjoner. En
kan imidlertid ikke vise sammenhengen for ale variabler dersom modellen er stor og inneholder
variabler med mange verdier. Damaen illustrere sammenhengen for utvalgte variabler som er sentrale
for problemstillingen. | tillegg ma en velge hvilke verdier de andre variablene i modellen skal. Dette er
ngdvendig for & kunne beregne sannsynlighetene. Siden formen pa kurvene er avhengig av utgangs-
punktet, er det tvilsomt om det & sette de andre variablene til null er noen god Igsning, dersom dette
ikke er av spesielt teoretisk interesse.

Ofte velges gjennomsnittet eller andre mal sentraltendens pa de andre variablene som beregnings-
punkt. Dette er fordi gjennomsnitt, media eller modus angir steder hvor tyngdepunktet av enhetene i
undersakel sen befinner seg. En annen type kriterium er & velge teoretisk interessante kombinasjoner
av verdier pa de andre variablene.

Beregninger av sannsynligheter og grafiske framstillinger kan man gjerei regneark som f.eks. Excel,
men en kan ogsa lagre predikerte sannsynligheter i statistikkprogrammer som SPSS og Stata og deret-
ter framstille grafisk sammenhengen mellom de predikerte sannsynlighetene og en uavhengig variabel.
Dette er en framgangsmate som fungerer best ved relativt enkle modeller eller dersom en har datasett
med svaat mange observasjoner.
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4 Signifikanstester og andr e statistiske mal ved logistisk
regreson

Hypoteseprgving og mal pa modellens tilpasning til datagne er, riktig brukt, viktige verktay i
forskningsprosessen. | prinsippet felger man samme tankegang og de samme framgangsmater som ved
ordinaa regresjonsanalyse, men samtidig byr logistisk regresjon pa andre utfordringer og muligheter
ved at man ma ta utgangspunkt i den loglikelihoodfunksjonen som brukes for & estimere
regresjonskoeffisientene.

4.1 Signifikanstester

Som oftest er man ikke utelukkende interessert i koeffisientenes starrelse. Ved utvalgsundersakel ser
ansker en 0gsa, og kanskje farst og fremst, & teste hypoteser om hvorvidt det er ssmmenhenger
mellom en avhengig variabel og et sett av uavhengige variabler. Vi har allerede sett at koeffisientenei
logistisk regregion ikke har en umiddelbart lett tilgjengelig fortolkning. Gjelder dette ogsa for
signifikanstester?

411 Z-test eller Wald-test

For ateste om et estimat er signifikant eller ikke, ma det ogsa vaae mulig & beregne et mal pa
usikkerhet knyttet til estimatet, ofte kalt standardfeil 2 Dersom dette er mulig, kan ogs&
signifikanstesting gjennomfares. Logistisk regresjonsanalyse gir mulighet for & beregne sakalte
asymptotiske standardfeil (ASE) som kan benyttes ved statistisk testing av hypoteser om
sammenhenger. Hvorvidt en koeffisient, 3, er signifikant eller ikke kan testes som en vanlig t-test eller
z-test i ordinaa regresjon:

Denne testoperatoren er tilnaarmet normalfordelt nér utvalget er stort og R = 0. Dersom z overskrider
en kritisk verdi, f.eks. 1,96 ved 5% signifikansniva, forkaster vi nullhypotesen om at B = 0. Dette er
helt parallelt med vanlig signifikanstesting av koeffisienter i ordinaa regresjon.

Siden koeffisientene i logistisk regresion kun er asymptotisk normalfordelt (dvs. nér utvalgsstarrelsen
gar mot uendelig), er det i prinsippet kun korrekt & bruke z-verdier som kritiske verdier. Aldrich og
Nelson (1984:55) anbefaler likevel & bruke Student’s t-fordeling fordi denne gir mer konservative
hypotesetester. (Siden t-fordelingen har hayere kritiske verdier, skal det mer til for aforkaste null-
hypotesen.) Dette argumentet er imidlertid noe merkelig i og med at det forutsettes at en arbeider med
sastore utvalg at z-fordelingen og t-fordelingen er naamest identisk. Dersom en arbeider med utvalg
hvor fordelingene er relativt ulike, er det grunn til astille sparsma om z-testen er en valid test av
hypoteser. Da finnes det alternative framgangsmater som vi kommer tilbake til.

En del statistikkprogrammer rapporterer en skakalt Wald-statistikk. Ved tohalet hypotesetesting er
denne et alternativ til z-testen.” Den beregnes rett og slett ved & kvadrere z-operatoren ovenfor, dvs.:

8 Standardfeilen til et estimat angir i hvilken grad en risikerer at estimatet avviker fraden verdien vi gnsker &
estimere (populasjonsverdien).

° Tohalet hypotesetest innebaarer at en tester hvorvidt en koeffisient er forskjellig fraen oppgitt verdi, f.eks. 0,
uavhengig av om den er starre eller mindre. Enhalet test innebagrer a teste hypoteser om at koeffisienten er enten
starre eller mindre enn den oppgitte verdien.
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Wad:zz:[ij

Denne testoperatoren er kjikvadratfordelt med frihetsgrader (df) = 1 ved sveat store utvalg nar R = 0.
Nar operatoren overskrider den kritiske verdien, 3,84 ved 5% signifikansniva, forkastes nullhypo-
tesen.'® Z-testen og Wald-testen gir identiske resultater.

Z-operatoren og Wald-operatoren fungerer godt for sveart store utvalg, men likehood-ratio testen, som
vi kommer tilbake til nedenfor, er mer pdlitelig ved utvalgsstarrel ser som brukesi praksis (Agresti
1996:89). Det er grunn til veaae forsiktig i bruken av z-testen/Wald-testen, saarlig ndr utvalget er lite.
Hva som er store eller smautvalg i denne forbindelse kommer vi tilbake til nedenfor.

En skal ogsa vaae klar over en annen svakhet med Wald-testen, nemlig at testen heller ikke er helt
palitelig nér den absolutte verdien pa den estimerte koeffsienten er svaat stor. Hosmer & Lemeshow
(1989:17) peker blant annet pa undersgkelser som viser at disse to testene ikke gelden svikter nar det
gjelder forkaste nullhypotesen (om ingen sammenheng) ved en signifikant koeffisient. | tilfeller med
store koeffisienter er den estimerte standardfeilen for stor, slik at eni en del tilfeller beholder null-
hypoteser en strengt tatt burde forkastet (SPSS 1993:5). Testen blir med andre ord konservativ etter-
hvert som starrelsen pa koeffisienten (malt i absoluttverdi) gker.

Z-testen og Wald-testen krever store utvalg, men hvaer et stort utvalg? Litteraturen gir fa rettesnorer
her. Long (1997:53) gir likevel noen anbefalinger basert pa egne erfaringer. Etter hans mening er det
risikabelt & benytte logistisk regresjon pa utvalg med mindre enn 100 observasjoner, mens utvalg pa
over 500 observasjoner skulle vaae betryggende. Som Long papeker er det imidlertid kovariatstruk-
turen i modellen som avgjer hva som kreves av observasjoner.™* Han lanserer som en tommelfinger-
regel at det bar vaae minst 10 observasjoner for hver parameter i modellen, dvs. for hver variabel +
konstant. (I var modell er det tre parametre: konstant, kjennsparameter og utdanningsparameter). |
tillegg kan det vaare behov for enda flere observasjoner dersom det er lite variagon i avhengig variabel
(dvs. svaat skjev fordeling) eller sterk kollinearitet. Enkelte typer regregonsanalyser, som f.eks.
ordinal logistisk regresjon, krever ogsa flere observasjoner. Disse retningslinjene ma kun tas som
meget upresise antydninger om den ngdvendige datamengden ved |ogistisk regresjon.

Pa eksempel utskriftene fra nedenfor ser vi at SPSS rapporterer Wal dstatistikken mens Stata rappor-
terer z-testen. SPSS oppgir kjikvadratverdi (Wald), antall frihetsgrader og signifikansniva. Stata-
utskriften oppgir z-verdi og signifikanssannsynlighet.

4.1.2 Likeihood-ratio test

Ett alternativ til testene ovenfor er likelihood-ratio testen. For & beregne den | ogistiske regresjons-
modellen formuleres det, som vi tidligere har nevnt, en Maximum Likelihood funksjon. Hele bereg-
ningsmetoden gar ut pa a finne de koeffisienter som maksimerer logaritmen av denne funksjonen: log
likehood. Dette skjer giennom en rekke iterasjoner. Interasonsprosessen starter med en modell som
bare inkluderer konstanten, dvs. at koeffisientene for alle de uavhengige variablene er satt til null.*?
Siste iteragjon maksimerer log likelihood for den fulle modellen.

191 egg merketil at kritisk verdi p&5 %-nivéaet for Wald-operatoren er kvadratet av den tilsvarende kritiske verdi
for z-operatoren.

1 Begrepet kovariansstruktur blir forklart newmere nedenfor. Akkurat nd kan vi ngye oss med & sette likhetstegn
mellom kovariatstruktur og regresjonsmodellens kompl eksitet, dvs. antall uavhengige variabler og antall verdier
padisse variablene. Jo flere variabler og jo flere verdier de har, jo mer kompleks modell.

12 Under goodness of fit nedenfor skal vi se hvordan en beregner log likelihood for denne enkle
utgangsmodellen.
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Det er mulig ata utgangspunkt i denne log likelihoodtesten og teste om det skjer en signifikant
endring i log likelihood nér vi introduserer en eller flere nye variabler i modellen.™® Hvis vi kaller log
likelihood ved utgangspunktet for Lo og log likelihood nér vi har inkludert en variabel for L4, kan vi
beregne likelihood-ratio testoperatoren ved hjelp av felgende formel:

G2 =-2 (Lo - Lj_) eler (-2Lo) - ('2L1)
Nar vi ganger forskjellen i log likelhood mellom de to modellene med -2 far vi en testoperator hvis
sannsynlighetsfordeling er G*-fordelt. Denne er igjen tilnaamet kjikvadratfordelt med frihetsgrader lik
forskjellen i antall uavhengige variabler mellom de to modellene.**

Noen eksempler kan illustrere ulike anvendel ser av likelihood-ratio testen:

(1) Testeen modell med en variabel i forhold til en modell med bare konstant

Dette tilsvarer ateste om en variabel i en bivariat regresion er signifikant. Vi kan sette opp fglgende
hypoteser for hypotesetesting:

Ho: Ingen kjgnnsforskjeller med hensyn til lann. (Vi kan like gjerne bruke fordelingen pa avhengig
variabel for & predikere utfallet.)

Ha:  Forskjell mellom menn og kvinner ndr det gjelder lennsniva

Nedenfor er det gjengitt en SPSS-utskrift av logistisk regreson hvor timelgnn er den avhengige
variabelen og kjgnn den uavhengige.

3 Dette er parallelt med F-testen som benyttes innen OL S for & teste om endringen i forklart varians som faglge
av aintrodusere en eller flere nye uavhengige variabler er signifikant.
! Testoperatoren er tilnaamet kjikvadratfordelt n&r nullhypotesen om ingen sammenheng er korrekt.
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Tabell 4.1: Utskrift fraen logistisk regresonsmodell i SPSS med Ignn som avhengig variabel og
kjonn som uavhengig. Arbeidslivsunder sgkelsen 1993.

Dependent Vari abl e. . LONNOVK

Begi nni ng Bl ock Nunber 0. Initial Log Likelihood Function
-2 Log Likelihood 1904, 0501

* Constant is included in the nodel.

Begi nni ng Bl ock Nunber 1. Method: Enter

Variabl e(s) Entered on Step Number
1.. KJONN kj gnn

Estimation termnated at iteration nunber 5 because
Log Likelihood decreased by |l ess than ,01 percent.

-2 Log Likelihood 1765, 653
CGoodness of Fit 3151, 789
Cox & Snell - Rr2 , 043
Nagel kerke - R*2 , 043

Chi - Squar e df Significance

Model 138, 397 1 , 0000
Bl ock 138, 397 1 , 0000
St ep 138, 397 1 , 0000
Classification Table for LONNOW
The Cut Value is ,50
Predi ct ed
, 00 1, 00 Percent Correct
0 |1 1
bserved R R +
, 00 0 | 2869 | 0| 100, 00%
e e +
1, 00 1 | 283 | 01 , 00%
Fomm - Fomm i m - +

Overall 91,02%

---------------------- Variables in the Equation -----------------------

Vari abl e B S. E Wal d df Sig R Exp( B)
KJIONN -1,7369 , 1730 100, 8474 1 , 0000 -,2278 , 1761
Const ant -1,7986 , 0694 671, 6970 1 , 0000

Omtrent midt pa utskriften er det oppgitt tre kjikvadrattester som i denne modellen er identiske.
Kjikvadratverdien er 138,397 og den er signifikant med 1 frihetsgrad (fordi det er inkludert 1 variabel
i forhold til en modell med bare en konstant). Denne er beregnet ut fra formelen ovenfor. Tidlig i
utskriften er det oppgitt — 2 log likelihood nar bare konstanten er inkludert (1904,050). Lenger ned
finner vi —2 log likelihood etter siste iteragon (1765,653). Forskjellen mellom disse to, 1904,050-
1765,653 gir 138,397.

Testen viser at det dinkludere kjgnn i forhold til & utelukkende bruke fordelingen pa avhengig variabel
til & predikere utfall gaen statistisk signifikant forbedring av likelihood-funksionen. Vi mafalgelig
forkaste nullhypotesen om at det ikke er en sammenheng mellom lgnn og kjann.

Denne framgangsmaten kan ogsa brukes til ateste hvorvidt en sterre modell (flere uavhengige variab-
ler) gir en signifikant forbedring av likelihood-funksjonen i forhold til en modell hvor bare konstanten
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er inkludert. Da er det ikke enkeltvariabler som testes, men hele modellen. Antall frihetsgrader ved
kjikvadrattesten er lik antall variabler i modellen.

Bruk av likelihoodratiotesten til & sammenlikne en modell med en modell som bare har konstant,
tilsvarer F-testen i OLS. Dersom testen er signifikant er fortolkningen ved begge typer tester at minst
en av de uavhengige variablene gir et signifikant bidrag til aforklare variagon i den avhengige
variabelen.

Statagir i prinsippet den samme informasjonen som SPSS, men oppgir log likelihood i stedet for —2
log likelihood (-2LL) slik SPSS gjer. Log likehood for iterasion O tilsvarer log likehoodverdien for en
modell som bare inkluderer konstantleddet. Vi ser at log likelihoodverdien er negativ. Ganger vi denne
med -2 far vi samme verdi som SPSS oppgir: -2 (-952,02505) = 1904,0501.

Tabell 4.2: Utskrift fra en regregonsmodell i Stata med Iann som avhengig variabel og kjann
som uavhengig. Arbeidslivsunder sgkelsen 1993.

. logit lonn_dik kjonn

Iteration O: log likelihood = -952. 02505
Iteration 1: log likelihood = -889. 46224
Iteration 2: log likelihood = -882.98664
Iteration 3: log likelihood = -882.82691
Iteration 4: log likelihood = -882. 82667
Logit estinates Nunber of obs = 3152
LR chi 2(1) = 138. 40
Prob > chi2 = 0. 0000
Log likelihood = -882.82667 Pseudo R2 = 0. 0727
lonn_di k | Coef . Std. Err. z P>| z| [95% Conf. Interval]
_________ e e e e e e e e e e e e e e mm e mmmmmmmmmemmemmmmmmmm e e m e e e m e mmmm—— =
kj onn | -1.73702 . 1729655 -10.043 0.000 -2.076026  -1.398014
_cons | -1.798623 . 069399 -25.917 0.000 -1.934643 -1.662603

Det samme gjelder log likelihood for den fulle modellen. Ganger vi —882,82667 med —2 far vi
1765,65334. Forskjellen mellom 1904,0501 og 1765,6533 er lik 138,3968. Dette er kjikvadratverdien
som er oppgitt i begge utskriftene.

(2) Testeom en ny variabel gir et signifikant bidrag.

Vi kan ogsa teste om det ainkludere ytterligere en variabel gir en signifikant forbedring av likelihood-
funksjonen. Dette kan regnes ut for hand, men en kan ogsa fa SPSS og Stata til a regne forskjellen.
Dersom man kjgrer en ny modell med bade kjenn og utdanning, kan en regne ut om forskjelleni log
likelihood mellom de to modellene er statistisk signifikant. | vart eksempel tester vi fglgende
hypoteser:

Ho: Ingen utdanningsforskjeller med hensyn til Ignn. (Informasjon om utdanning bidrar ikke til &
predikere utfallet pa avhengig variabel utover informasjon om kjenn)

Ha: Forskjeller i lgnnsnivaavhengig i utdanningslengde.

Nedenfor er et utsnitt av SPSS-utskriften for den trivariate analysen:
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Tabell 4.3: Utskrift fraen logistisk regresonsmodell i SPSS med Ignn som avhengig variabel og
kjonn og utdanning som uavhengige. Arbeidslivsunder sgkelsen 1993.

-2 Log Likelihood 1586, 990
Goodness of Fit 3035, 467
Cox & Snell - R*2 , 096
Nagel kerke - R*2 , 096

Chi - Squar e df Significance

Model 317,061 2 , 0000
Bl ock 317,061 2 , 0000
St ep 317, 061 2 , 0000
Cl assification Table for LONNOWK
The Cut Value is ,50
Predi ct ed
, 00 1, 00 Percent Correct
0 |1 1
bserved R R +
00 0 | 2863 | 6 | 99, 79%
oo - Ho- oo - +
1, 00 1 | 278 | 51 1, 77%
[ S Fomm e m - +

Overall 90,99%

---------------------- Variables in the Equation -----------------------

Vari abl e B S.E wal d df Sig R Exp( B)
KIONN -1,6026 ,1763 82,6356 1 ,0000 -,2137 ,2014
UTDAAR , 2987 , 0228 171, 5556 1 ,0000 3099 1, 3482
Const ant -2,9629 , 1279 536, 6160 1 , 0000

LaL, betegnelog likelihood for den enkleste modellen og la L, betegne log likelihood for den
utvidede modellen. Vi m&na sammenlikne log likelihood etter sisteiterason i de to modellene etter
falgende formel:

y*~G?=(-2InLy) - (-2InL,) = 1765,653 — 1586,990 = 178,663

Denne forskjellen er signifikant med frihetsgrader lik 1. Vi forkaster derfor nullhypotesen og
konkluderer med at | gnnsniva henger sammen med utdanningslengde. Antall frihetsgrader er lik 1
fordi vi har inkludert 1 ny variabel i den trivariate modellen. Antall frihetsgrader er lik antall nye
variabler vi har i den utvidede modellen.

Bade SPSS og Stata tilbyr en méate a gjare denne testen pa hvor en slipper en aregne ut forskjellen
selv. | SPSS gjares dette ved &legge inn variabler i blokker ved hjelp av Block-opsjonen ndr en
bestiller en logistisk regresjon. SPSS vil dateste modellforbedring for hver ny blokk av variabler (som
godt kan besta av bare en variabel). Kijkvadrattesten vil da se slik ut pa utskriften:

Tabell 4.4: Kjikvadrattest for forskjellen i log likelihood mellom to modeller ved bruk av Block-
opsionen i SPSS.

Chi - Squar e df Significance

Model 317, 061 2 , 0000
Bl ock 178, 664 1 , 0000
St ep 178, 664 1 , 0000
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Farst oppgis kjikvadratverdien for hele modellen, deretter oppgis kjikvadrattesten for siste blokk
sammenliknet med forrige.

| Stata kan det samme oppnas, men pa en mate som er mer tungvinn enn i SPSS (se Hamilton
1998:236). Farst ma den enkle modellen kjares og log likelihoodratiotesten for denne kjgringen lagres.
Deretter ma den utvidede modellen kjeres. Til Sutt ma det log likelihood for de to modellene
sammenliknes. Kommandoene for & gjere dette er:

Tabell 4.5: Test av forskjellen i log likelihood mellom to modeller i Stata.

. logit lonn_dik kjonn if utdaar~=. (1) Kjarer enkel modell
. Irtest, saving(0) (2) Lagrer log likelihoodverdi for enkel modell
. logit lonn_dik kjonn utdaar (3) Kjarer utvidet modell
. Irtest (4) Ber om log likelihoodratiotest
Logit: likelihood-ratio test chi2(-1) = -178.66
Prob > chi2 =

Legg merke til den farste kommandoen. Regresjonsanalysen kjares under betingelse av at det ikke er
missing pa den variabelen som inkluderesi den utvidete modellen (if utdaar~=.). Grunnen til dette er
at antall observasioner mavaae likt i de to regresionskjaringene, ellers er ikke sammenlikningsgrunn-
laget likt."® Dette er for gvrig et generelt poeng. Det er ytterst viktig i forbindelse med likelihoodratio-
testen at utvalgsstarrel sen ikke ma endre seg etterhvert som en trekker inn nye variabler. Det gjar
nemlig at to modeller ikke er sammenliknbare og en kan heller ikke regne ut forskjeller i log likeli-
hood dlik vi har gjort her.

Begge de to testene som gjennomgatt ovenfor finnesi de statistikkprogrammer som tilbyr logistisk
regreson. En tredje test, som sa langt jeg vet, ikke finnes i noen statistikkpakker er skaretesten (score
test) eller Lagrange Multiplier test (LM-test). Denne testen er gjennomgatt hos blant annet Hosmer &
Lemeshow (1989:17-18) og Long (1997:87-89). Wald-testen, log likelihoodratio testen og skaretesten
er alle sdkalt asymptotisk ekvivalente. Det innebagrer at de alle konvergerer til den samme
kjikvadratfordelingen etterhvert som antall observasjoner (N) gker (Long 1997:89). Det er viktig &
huske pa at alle testene krever relativt store utvalg for at kjikvadratfordelingen skal utgjere en god
tilnaaming. Temaet utvalgsstarrelser ble for avrig behandlet mer inngéende under diskusjonen av
Waldtesten. Den av disse tre testoperatorene som gjar nytte av mest informasjon er imidlertid log like-
lihoodratio testen. Denne er ogsa den mest palitelige av de tre (Agresti 1996:96).

4.2 Goodness of fit

Som forsker gnsker en ofte en mal pa hvor «god» en analysemodell er. Et vesentlig spersmal er
imidlertid hva det innebaarer at en modell er god, dvs. hvaden er god pa. Ideelt sett er naturligvis en
modell kun god i den forstand den er riktig, dvs. gir uttrykk for de faktiske relasjonene mellom
variablenei modellen. Men et slikt mal pa sakalt «goodness of fit» forutsetter at vi vet hvordan den
riktige modellen ser ut, noe vi naturligvis ikke gjar.

Mal pa goodness of fit tar derfor utgangspunkt i det eneste uttrykket for den riktige modellen som vi
kan observere, nemlig verdiene pa den avhengige variablene. Alle slike mal maler derfor paen eller

15 Stata vil komme med advarselen «Warning: observations differ» hvis antall observasjoner ikke er likt i deto
modellene.
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annen méte grad av samsvar mellom de innsamlede dataene og data generert av modellen i form av
predikerte eller forventede verdier. Jo starre samsvar, jo bedre goodness of fit.

Slike mal er ikke uproblematiske. Hagquist & Stenbeck (1998) referer f.eks. til flere intense
diskusjoner omkring nytten og bruken av ma pa goodness of fit. Det mest kjente og brukte malet er
antakelig R? innenfor ordinag regresjonsanalyse. Dette viser blant annet hvor mye av den totale
variansen i den avhengige variabelen som en regresjonsmodell gjar rede for. Jo starre andel forklart
varians, jo bedre modell. Dette er imdlertid avhengig av hva formdlet med undersakel sen er. Dersom
vi utelukkende gnsker komme fram til gode prediksjoner av verdier p& avhengige variabel er R? et
egnet mal. | en slik analyse er det ikke vesentlig & operere med en riktig kausalmodell, poenget er om
modellen predikerer godt. Dersom siktemdlet derimot a teste kausal hypoteser for a avdekke hvor mye
konkrete variabler pavirker den avhengige direkte og indirekte, har derimot R? liten nytte. En gal
modell kan nemlig gi svaat heye R?, noe som bareillustrerer at prediksjon og forklaring er vidt
forskjellige siktemdl. Et annet problem med R? er at mélet er falsomt for tilfeldigheter i utvalgets
sammensetning.

Achen (1982:67-68) oppsummerer dette paen god métei sin glitrende monografi om a fortolke og
bruke regresjon:

«In summary, then, any choice among competing regressions is to some extent arbitrary. No
choice makes sense outside a theoretical context in which avariety of competing explanations
have been tried. A uniform rule for selecting one, such as minimizing R? or C,'°, not only
enforces assumptions which oneisrarely in complete sympathy, but also violates the nature of
the enterprise. By ignoring both prior knowledge and the range og plausible substantive
interpretations, routinized procedures subordinate substance to method.»

[...] The second point to be made, and it derives from the first, is that selection of a suitable
regression to summarize a data set is an art, not ascience. It cannot be reduced to any formal
procedure. Perfect regression equations have a manageable number of variables, plausible
coefficients, short confidence intervalls, low prediction errors, and a great ease of
interpretation»

Nar disse harde ord er sagt, gjenstar sparsmalet om logistisk regregon byr pa goodnes of fit mal av
typen R.

En kan skille mellom absolutte og relative mal for & vurdere hvor god en modell er. De absolutte
malene maer samsvar mellom model I prediksjoner og observerte data. Slike mal tar utgangspunkt i
fullstendig (mettet) modell som predikerer observasjonene perfekt. De relative malene er ikke relatert
til en fullstendig modell, men kan brukestil afinne ut hvilken av to eller flere modeller som passer
best til dataene. Patvers av dette skillet kan en ogsa skille mellom deskriptive mal og test statistikker.
Den sistnevnte typen har en kjent sannsynlighetsfordeling som gjer det mulig & teste hypoteser om
goodness of fit, men den farstnevnte typen kan beskrive forskjeller i tilpasning, men gir ikke mulighet
for &teste hypoteser. | falge Hagquist & Stendbeck (1998) er R? et deskriptivt goodness of fit mal,
dvs. at det ikke kan brukestil ateste om en modell er god eller ikke.

Innen logistisk regresjon kan det vise seg at situasjonen er enda verre. Her finnes det ingen direkte
paralleller til R? selv om en har forsgkt & konstruere en del pseudomé&l som er ment &si det samme. Vi
skal nedenfor se pa ulike tilnearminger til &mal goodness of fit i logistisk regreson.

'® Her gér det nok litt raskt for Achen. Det skal antakelig st& «maximizing R? or minimizing Cy».
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421 Klassifikagonstabell

Denne tabellen har som forutsetning at alle enheter i undersgkelsen som far predikert sannsynlighet for
ahaverdien 1 paden avhengige variabelen til 0,5 eller hgyere settestil verdien 1, mens de som har
predikert sannsynlighet under 0,5 settestil verdien 0. En kan dermed sette opp en tabell hvor en
sammenlikner observert fordeling med predikert fordeling pa den avhengige variabel. Denne tabellen
far fire ruter, ik det er vist nedenfor. Denne tabellen kommer automatisk fram i SPSS ved kjgring av
logistisk regresion (se eksempelutskriften ovenfor). | Stata kan en be om en tilsvarende tabell ved a
effektuere kommandoen .Istat etter & ha gjennomfert en logistisk regresjonsanalyse.

Tabell 4.6: Prinsippet for en klassifikag onstabell.

Observert utfall Predikert utfall
0 1
0 Riktig predikert Feil predikert
1 Feil predikert Riktig predikert

Pa bakgrunn av frekevensenei hver enkelt celle kan en beregne prosentandelen som er riktig predikert
innenfor hvert observert utfall. Tanken bak en slik tabell er at dersom modellen predikerer gruppemed-
lemskap perfekt, da har man en sterk indikasjon pa at modellen er god.

Hvis vi ser pavare eksempler, sder det slik at den enkleste modellen (utelukkende med kjgnnsvariabe-
len som uavhengig variabel) predikerer 100 prosent riktig for gruppen av observerte O-verdier, mens
den predikerer O prosent riktig for gruppen av observerte 1-verdier. Totalt gir dette en riktig predikson
pa& 91 prosent. Dette virker imponerende, men vi ville faktisk predikert like godt dersom vi hadde valgt
apredikere ut fra modusverdien pa den avhengige variabelen (0). Grunnen til dette er at den avhengige
variabelen er s sterkt skjevfordelt i utgangspunktet (91 prosent / 9 prosent). Davil en alltid predikere
godt ved & velge modusverdien som prediksjon. Vi ser falgelig at skjevfordelte variabler alleredei
utgangspunktet har lite rom for forbedringer av prediksjon.

Vi aner her en av svakhetene ved klassifikasjonstabeller som mal pa goodnes of fit. Variabler som er
skjevfordelte vil vaae lette & predikere riktig selv om modellen er ubrukelig som forklaringsmodell. |
vart eksempel er det 9 prosent som har hgy Ignn. Dersom man ikke har noen forklaringsmodell over-
hode, vil det Ignne seg atippe at alle enhetene i undersakelsen har lav lenn. P4 denne méten vil en
tippe riktig i over 90 prosent av tilfellene. Sammenlikning med en avhengig variabel som er fordelt
50/50 vil derfor ngdvendigvis bli urettferdig. Spersmalet er om en klassifikasjonstabell gir noen god
og entydig indikasion pa hvor god en modell er nér fordelingen pa den avhengige variabelen spiller s3
stor rolle. Hosmer & Lemeshov (1989:147) er inne pa det samme:

«Classification is sensitive to the relative sizes of the two component groups and will always
favor classification into the larger group, a fact that is also independent af the fit of the
model.»

En annen svakhet, som ogsa Hosmer & Lemeshov er inne pd, gjelder selv omregningen av sannsynlig-
heter til verdiene 0 og 1. Dette reduserer sannsynligheter malt langs et kontinuum til en todelt variabel.
Relativt sma forskjeller i sannsynligheter kan her innebaare at man bikker over fra den ene gruppen til
den andre, men har dette relevans for den prosessen vi prever a modellere. Etter min mening har det
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ikke det. Dette bygger pa en individualistisk forestilling om sannsynligheter. Nar sannsynligheten for
at noe inntreffer blir 0,5 eller hayere vil fenomenet tendere til ainntreffe. En kan naamest tenke seg en
vektskal hvor sannsynligheten for at fenomenet inntreffer veies mot sannsynligheten for at det ikke
inntreffer. Vektskalen vil bikke over i den retningen der sannsynligheten veier tyngst.

Jeg har imidlertid i dette notatet lagt vekt pa en annen fortolkning av sannsynligheter, nemlig som
andeler. Det ligger i dette at fokuset er pa andelen enheter innen en gruppe (med like kjennetegn) som
utsettes for et fenomen eller utfgrer en handling. Det er andelen som eksponeres vi maler, ikke
individuelle tilbayeligheter. Dersom f.eks. den predikerte sannsynligheten for & haverdien 1 pa den
avhengige variabelen (f.eks. hgy 1ann) er 0,6 for en definert gruppe (en bestemt kombinasjon av
verdier pa de uavhengige variablene i modellen), sdinnebaarer det i falgelig klassifikas onstankegan-
gen at alei denne gruppen gis verdien 1. Men denne sannsynligheten viser tvert i mot til andelen
innenfor denne gruppen som har verdien 1 (60 prosent). Dersom vi gir alei gruppen verdien 1, sa
settes samtidig sannsynligheten for 8 ha hgy lann i denne gruppen til 100 prosent, noe som ikke er i
tréd med den predikerte andelen.

En siste kritikk mot klassifikasjonstabeller som méal patilpasning er at det er lett Atenke seg
situasjoner hvor en opererer med en korrekt modell samtidig som klassifiseringstabellen vil gi et darlig
resultat (Hosmer & Lemeshov 1989:146-47). Konklugonen er derfor at slike tabeller er mest
anvendelige siktemalet med analysen eksplisitt er klassifikagon, eller bgr en satse pa andre mal pa
goodnes of fit.

4.2.2 Krysstabelltilneaminger

En annen mulighet til ateste goodness of fit er a konstruere en krysstabell hvor en krysser verdiene pa
avhengig og de uavhengige variablene. En kan sa sammenlikne de observerte frekvensenei tabellen
med de predikerte andelene fra regresjonsmodellen. En kjikvadrattest kan s brukestil a teste hvorvidt
det er godt samsvar mellom de to tabellene eller ikke. Problemet med denne framgangsmaten er at
krysstabellen raskt gker i starrelse nar antall uavhengige variabler gker og ikke minst ndr en inkluderer
kontinuerlige variabler. Dette innebarer at det ville vaare relativt fa observasjoner i hver celle, noe som
igjen gér utover validiteten til kjikvadrattesten og G*-testen. Et annet problem er at innsamling av mer
dataville fatabellen til & gke fordi en ville fa flere kombinasioner av verdier. Tabellen sterrelse vil
falgelig ikke vagre fast, men avhengig av datamengden (Agresti 1996:112, Hagquist & Stenbeck
1998:239-240). For aforsta dette ma vi gé naamere inn pa begrepene kovariat og kovariatmenstre.

Et meget sentralt begrep innen logistisk regresjon er kovariatmenstre («covariat patterns»). To
observasjoner som har identiske verdier pa samtlige uavhengige variabler i modellen sies & ha det
samme kovariatmenster (StataCorp. 1999:218). | logistisk regreson er det de observerte og ikke de
potensielle kombinasjonene som er vesentlige. For &finne antall kovariater i en modell ma en derfor
telle opp hvilke faktiske kombinasioner av verdier pa de uavhengige variablene som forekommer i
datamaterialet. Nedenfor skal vi vise et eksempel pa hva som menes med kovariater.

Det man kan gjere i en goodness of fit test er & sammenlikne observerte frekvenser og predikerte
frekvenser for hvert kovariatmgnster. Denne testen kan gjaresi Stata med kommandoen |Ifit etter &
benyttet kommandoene .logistic eller .logit. Dette er vist nedenfor:
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Tabell 4.7: Goodness of fit test i Stata.

Ifit

Logi stic nodel for lonn_dik, goodness-of-fit test

nunber of observations = 3152
nunber of covariate patterns = 13
Pear son chi 2(10) = 19. 60
Prob > chi2 = 0. 0333

Laoss se naamere pa hvordan denne testen er utregnet og hva den forteller. Farst mavi identifisere
alle eksisterende kovariatmenstre i datamaterialet. Dette kan blant annet gjare med kommandoen .tab

Tabell 4.8: Kovariatmgnstre for en modell med Ignnsniva som avhengig variabel og kjenn og
utdanning som uavhengige. Arbeidslivsunder sgkelsen 1993.

sort kjonn

by kjonn: tab utdaar |onn_dik

-> kjonn= Mann
ut danni ng
i ar |
ut over | | enn di kot omi sert
grunnskol | | av hay | Tot a
___________ e
0 | 260 14 | 274
1| 334 22 | 356
3| 547 71 | 618
5| 154 43 | 197
7| 93 18 | 111
9 | 68 69 | 137
12 | 6 5 | 11
___________ o
Total | 1462 242 | 1704
-> kj onn= Kvi nne
ut danni ng
i ar |
ut over | | enn di kot omi sert
grunnskol | | av hay | Tota
___________ o
0 | 272 1| 273
1] 513 6 | 519
3| 270 11 | 281
5 | 185 7 | 192
7 | 146 13 | 159
9 | 21 3| 24
___________ e
Total | 1407 41 | 1448

Tabellen viser at det er 7 kombinasjoner mellom ulike verdier pa utdanningsvariabelen og verdien
mann pa kjennsvariabelen. Tilsvarende er 6 kombinasjoner mellom verdien kvinne pa kjgnnsvariabe-
len og verdier pa utdanningsvariabelen. For hver av disse observerte kombinasjonene (kovariater) kan
vi na beregne predikerte sannsynligheter ut fra regresionsmodellen.
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Tabell 4.9: Sammenlikning av predikert og observert antall med hay/lav Iann, avhengig av
kjonn og utdanning. Arbeidslivsunder sgkelsen 1993.

Kovariater Predikerte Predikert antall Observert antall Totalt
sannsynligheter

Kjgnn  Utdanning | Lavienn Hgylenn | Lavignn Hgy lgnn | Hey lenn Lav lgnn

Maan O 0,9509 0,0491 260,54 13,46 260 14 274
1 0,9349 0,0651 332,82 23,18 334 22 356
3 0,8876 0,1124 548,55 69,45 547 71 618
5 0,8129 0,1871 160,15 36,85 154 43 197
7 0,7051 0,2949 78,27 32,73 93 18 111
9 0,5681 0,4319 77,83 59,17 68 69 137
12 0,3493 0,6507 3,84 7,16 6 5 11

Kvinne O 0,9897 0,0103 270,19 2,81 272 1 273
1 0,9862 0,0138 511,82 7,18 513 6 519
3 0,9751 0,0249 274,02 6,98 270 11 281
5 0,9557 0,0443 183,50 8,50 185 7 192
7 0,9224 0,0776 146,65 12,35 146 13 159
9 0,8673 0,1327 20,82 3,18 21 3 24

Vi kan ndved hjelp av en kjikvadrattest, undersake hvorvidt de predikerte frekvensene i tabellen oven-
for skiller seg signifikant fra de observerte frekvensene som tabul ate-kommandoen ga som resultat.
Denne testen kan gjennomfares som en vanlig kjikvadrattest hvor eni hver enkelt celle! tar

(Predikert antall - Observert antall )’
Predikert antall

Dersom en summerer disse verdienei samtlige celler, far en kjikvadratverdien. | dettetilfelle blir
verdien 19,6. Antall frihetsgrader for testen er lik

antall kovariater — antall parametre i regresjonsmodellen

| vart eksempel er det 13 kovariater og 3 parametre i regresionsmodellen (konstant + de to uavhengige
variablene). Dette gir 13 — 3 = 10 frihetsgrader. Med 10 frihetsgrader er den kritiske verdien for kji-
kvadrattesten 18,307. Var verdi er hgyere enn denne og vi ma derfor forkaste nullhupotesen om at det
ikke er en forskjell mellom observerte og predikerte verdier. Vi far felgelig ikke stette for at modellen
gir en god tilpasning. Med et lavere signifikansniva ville vi ha beholdt hypotesen.

Kjikvadrattesten krever store utvalg (Agresti 1996:34). Det er vanlig & anbefale at alle predikerte/for-
ventede frekvenser ma vaae minst 5, men testen kan gi en brukbar tilnaaming ogsa ndr dette ikke er
tilfelle (Lillestel 1991:221). Nér en inkluderer flere variabler i modellen, vil antall kovariater gke, noe
som ogsainnebager at en fort far svaat fa observasjoner pr. kovariat. Validiteten ved kjikvadrattesten
blir derfor raskt sviktende ndr modellene blir mer komplekse. Det er derfor svaat begrenset hvor lenge
en kan benytte denne testen.

Hosmer & Lemeshow (1989) har derfor lansert et alternativt mal pa goodness of fit. Her tar en ikke
utgangspunkt i kovariater, men derimot predikerte sannsynligheter pa den avhengige variabelen.
Testen kan fasi SPSS ved a bestille Hosmer and Lemeshow Goodness-of-Fit Test under Options nar
en bestiller logistisk regreson pa menyen.

17 Celle defineres her som hver enkelt kombinasjon av kovariater og verdier pd den avhengige variabel. |
eksempelet blir det falgelig 13 x 2 = 26 celler.
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Tabell 4.10: Hosmer & Lemeshows goodness of fit test. Utskrift fra SPSS.

---------- Hosmer and Lenmeshow Goodness-of-Fit Test-----------

LONN DI K = | av LONN DI K = hgy

G oup  (nbserved Expect ed Obser ved Expect ed Tota
1 272,000 270, 189 1, 000 2,811 273,000
2 513, 000 511, 821 6, 000 7,179 519, 000
3 270, 000 274,014 11, 000 6, 986 281, 000
4 185, 000 183, 498 7,000 8,502 192,000
5 260, 000 260, 538 14, 000 13,462 274,000
6 334, 000 332, 817 22,000 23,183 356, 000
7 146, 000 146, 650 13, 000 12, 350 159, 000
8 547, 000 548, 551 71, 000 69,449 618,000
9 342,000 340, 908 138, 000 139,092 480, 000

Chi - Squar e df Significance

Goodness-of -fit test 4,1943 7 , 7572

Testen fordeler de predikerte sannsynligheter inn i 10 grupper basert pa prosentiler, dvs. at en forsaker
afamest mulig likt antall enheter i gruppene. Ovenfor ser vi at dette ikke har lykkes helt. Det skyldes
at vi har relativt fa verdikombinasjoner pa de avhengige variablene, dik at det blir et mindre antall
ulike verdier pa sannsynlighetsvariabelen. Derfor blir resultatet 9 grupper som er relativt ulikt inndelt.
Dette spiller liten rolle for validiteten av testen.

En kan na betrakte dette som en krysstabell lik 2*g (2 verdier pa avhengig variabel ganger g antall
grupper). En kan dermed beregne kjikvadratverdien pa egen hand pavanlig méte. | farste cellei
tabellen er det observert 272, dersom modellen hadde vaat riktig skulle det vaat 270,189. Kjikvadrat-
verdien i denne cellen er: (272 — 270,189)? / 270,189 = 0,012. Dersom vi beregner hver av cellene og
summerer far vi summen 4,19, det samme som SPSS har kommet til (selvfelgelig). Antall
frihetsgrader for denne tabellen er (g - 2) =9 - 2=7. Det er m.a.0. ingen grunn til aforkaste
nullhypotesen om at observert og forventet fordeling er like. Dette gir god goodness of fit.

Det er interessant & merke seg at de to testene ikke gir samme resultat. Den farstnevnte testen er i sa
fall den mest péliteligei og med at Hosmer-L emeshow testen baserer seg pa en indeling av materialet
som ikke eksplisitt bygger pa den modellen som er lagt til grunn.

423 R?

Et mal pagoodness of fit som ikke rapporteres av verken SPSS eller Stata tar utgangspunkt i den
tradisionelle formelen for R% Dette mélet bygger pd sammenhengen mellom observerte verdier og
predikerte sannsynligheter og rapporterer hvor stor del av variagonen i den dikotome avhengige
variabelen som forklares av de predikerte sannsynlighetene. Menard (1995:23), Long (1997:103) og
Agresti (1990:111-112)er blant dem som gjar rede for denne framgangsmaten, men det ma ogsa
legges til at framgangsmaten er svaat lite benyttet. Jeg presenterer det her mer som en introduksjon til
pseudo-R? som presenteres naamere nedenfor.

For & beregne R? mé en lagre de predikerte verdiene fra den logistiske regresjonsanalysen. Dette kan
lett gjaresi bade SPSS og Stata. Deretter foretar en en bivariat regresjon mellom den opprinnelige
avhengige variabelen (0 og 1) og de predikerte sannsynlighetene fra den logisistiske
regresjonsmodellen (som varierer mellom 0 og 1). R? fra denne regresjonen sier hvor mye av
variagionen i den opprinnelige variabelen som blir forklart av regresjonsmodellen.
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Tabell 4.11: Beregning av R* for logistisk regresjon med dikotom avhengig variabel i SPSS.

. predict p
(option p assuned; Pr(lonn_dik))
(87 missing val ues generated)

. regress lonn_dik p

Source | SS df NB Nunber of obs = 3152
--------- Fo e F( 1, 3150) = 462.47
Model | 32.97674 1 32.97674 Prob > F = 0.0000
Residual | 224.614313 3150 .071306131 R- squar ed = 0.1280
--------- R Adj R-squared = 0.1277
Total | 257.591053 3151 .081748985 Root MSE = .26703
lonn_di k | Coef . Std. Err. t P> t| [95% Conf. Interval]
_________ e mcm e emeeceeem-mmemmecmsmmemmememsmmsmmmesmsmmsmmessmsasmmesmsm-easmeacasme-a-macam-====
p | . 9939388 . 0462189 21. 505 0. 000 . 9033166 1. 084561

_cons | . 0005442 . 0063121 0.086 0.931 -.0118321 . 0129205

Ovenfor har vi vist framgangsméten i Stata. Etter a kjert logit kommandoen sarger kommandoen
.predict [var.navn] for at det lagres beregnede sannsynligheter. En bivariat regresjon mellom avhen-
gig variabel og predikerte sannsynligheter gir i vart ekempel en R? pd 12,8 %.

Det er flere ting som taler for & bruke R? som mél p& goodness of fit. Malet er relativt lett & beregne,
det tillater direkte sammenlikning mellom logistisk regresionsmodeller med en rekke mer tradisjonelle
teknikker. R? er ogs& nyttig nér det gjelder & estimere standardiserte, |ogistiske regresjonskoeffisienter
(Menard 1995:23). P4 den annen side har R? ogsd en rekke svakheter. R? viser forholdet mellom
uforklart og total varians, noe som gir mening i ordinaa regresjon bygget pa minste kvadraters metode.
| logistisk regresjon derimot estimeres koeffisientene ut fraen log likelihoodfunksjon. Den praktiske
konsekvensen av dette er at R? kan synke nér vi inkluderer en ny variabel i modellen selv om den gir
et bidrag til log likelihoodfunksjonen. Det er mer riktig & bygge analysen av goodness of fit pa
kriterier som har vaat benyttet for & estimere modellparametrene. Et annet problem med R? er at det
kun kan benyttes nér den avhengige variabelen er dikotom. Ved multinomisk og ordinal logistisk
regreson (se kapittel 6 og 7) kan dette malet patilpasning ikke brukes.

424 Pseudo-R?

Det som kjennetegner de ulike pseudo-R? mé&l som er lansert er at de alle bygger pélog
likelihoodfunksjonen. Stata og SPSS gir begge mél pa goodnes of fit kalt pseudo-R?, eller likelihood-
ratio indeks (LRI). Det finnes flere varianter av dette goodness of fit-malet. Stata rapporterer den
enkleste, mens SPSS rapporterer to mer raffinerte mal. Long (1997:104-106) og Aldrich & Nelson
(1984:7?) presenterer ulike varianter av pseudo-R% Jeg vil nedenfor diskutere den enkleste varianten.

Utgangspunktet er log likelihoodfunksjonen som vi har diskutert tidligere. Under beregningen av de
logistiske regresjonskoeffisientene maksimeres denne funksjonen. Den laveste verdien log
likehoodfunksjonen kan faer i en modell hvor bare konstanten er inkludert. Den hgyeste verdien den
kan fa er dersom vi har en mettet modell, dvs. en modell med like mange parametre som det er
observasjoner. Under «ideelle» betingelser vil log likelihoodfunksjonen da ha verdien 0. Vi ser
falgelig at vi kan trekke en parallell mellom log likelihoodverdien og variansbegrepet innenfor OLS.

Dersom vi ganger log likelihoodverdien med —2 (=-2L L), kan vi betrakte —2L L for modellen med bare
en konstant som parallelt med total varians (total sum of squares, TSS) i avhengig variabel innenfor
OLS. Dette er en av de fa verdiene en kan beregne selv i forbindelse med en logistisk regresjon. En ma
data utgangspunkt i marginalfordelingen pa den avhengige variabelen, som i vart eksempel er:
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Tabell 4.12: Fordeling pa den dikotomiserte variabelen lenn. Arbeidslivsunder sgkelsen 1993.

Freg. Percent  Cum.

lav 2869 91.02 91.02
hey 283 8.98 100.00

Total 3152 100.00

Formelen for & beregne -2 log likelihood for en modell med bare konstant er:
-2 log likelihood =-2 (nyIn(ny) + Nz In(ny) — nin(n) )

hvor n, er antall observasjoner med verdien O, n, er antall observasjoner med verdien 1 og n er antall
observasjoner totalt.

Dersom vi tar tallene framarginalfordelingen ovenfor og setter inni formelen far vi:
-2 log likelihood =-2 (nyIn(ny) + nz In(ny) — nin(n) )
=-2(2869 * In(2869) + 283 * In(283) - 3152 * In(3152))
=1904, 05

Dette tallet stemmer med det som er oppgitt i SPSS-utskriften og Stata-utskriften (men husk at i det
sistnevntetilfellet matallet farst deles pa—2).

-2LL for en konkret modell tilsvarer uforklart varians (error sum of squares, ESS) innen OLS. Det sier
noe om avstanden til den mettede (perfekte) modellen. Forskjellen mellom —2LL for en modell med
bare en konstant og en konkret modell tilsvarer forklart varians (regression sum of squares, RSS).

Dersom L er log likelihood for en modell med bare konstant og L1 er log likelihood for en konkret
modell, sd kan et enkelt m8l p& pseudo-R? vage:

—-2InL
LRI =1 Nk, eller LRI =1— !
InL, -2InL,

Dette malet en intuitiv appell fordi det varierer mellom 0 og 1. Nar LRI har verdien O bidrar ikke mo-
dellen med noen forbedring og alle koeffisientene har verdien 0. | motsetning til R?i ordinaer regresjon
er det ikke mulig & & pseudo-R? til anta verdien 1, men en kan komme ganske naa.*® Dessverre har
ikke dette malet noen naturlig fortolkning (Greene 1993:651; Hamilton 1998:231) av typen forklart
variansi OLS. Pseudo-R? gir likevel mulighet til & sammenlikne hvor godt ulike modeller for samme
avhengige variabel i samme utvalg passer.

'8 Grunnen til at pseudo-R? ikke kan bli 1 er at en ikke kan ha en perfekt modell ved logistisk regresjon, dvs. en
modell som predikerer verdiene p& den avhengige variabelen (0 og 1) perfekt. Vi kan forsta dette intuitivt ved &
tenke pa at logistisk regresjon bygger pa forutsetningen om at sammenhengen mellom den avhengige variablene
og de uavhengige kan beskrives ved hjelp av S-kurver som naa'mer seg 0 og 1 asymptotisk, dvs. aldri helt nar
disse punktene. En perfekt modell forutsetter at en kan na punktene 0 og 1 og derfor bryter modellen sammen:
matrisen med estimatene «eksploderer i |gpet av iteragonsprosessen, som det heter i fagliteraturen.
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Anvendt p& vart eksempel, finner vi at pseudo-R? for den bivariate regresjonsanalysen er:
Pseudo-R? = LRI = 1 — (1765,653/1904,050) = 1 - 0,927 = 0,073

For den trivariate analysen er pseudo-R*:
Pseudo-R? = LRI = 1 — (1586,99/1904,050) = 1 - 0,833 = 0,167

Den siste modellen «passer» i felge dette malet bedre enn den farste. Det er for gvrig noe vi alerede
fant ut i forbindelse med signifikanstestene, i og med at variabelen utdanning ga en signifikant forbed-
ring av log likelihood ndr den ble inkludert i modell hvor kjenn alerede var tatt med som uavhengig
variabel.

Vi maimidlertid vokte oss vel for afortolke tallene ovenfor som prosent forklart varians eller lik-
nende. Dette gjelder ogsa de mer raffinerte variantene.

425 Relativt ma pagoodness of fit

Vi har ovenfor lansert log likelihoodratio som et signifikansmal. Men det kan ogsa betraktes som et
relativt mal pa goodness of fit. Grunnen er at vi direkte kan ta forskjellen mellom -2 log likelihood-
verdiene for to ulike modeller og teste hvorvidt den utvidete modellen gir en signifikant forbedring av
log likelihood enn den enkle modellen. Denne forskjellen er kjikvadratfordelt gitt at nullhypotesen er
sann. Framgangsmaten er beskrevet ovenfor. Vi mabare huske at antall frihetsgrader er lik forskjellen
i antall variabler mellom de to modellene. Til praktisk modelleringsarbeid er dette ofte et mer anven-
delig verktgy enn absolutte mal pa goodness of fit.

4.2.6 Oppsummering

Mal pagoodness of fit i logistisk regresjon er pa mange méter ikke noe enklereenni OLS. Saalig sart
for menge er nok mangelen pd et surrogat for R? (som i seg selv pd mange méter er et goodness-of-fit
surrogat). Samtidig er egentlig ikke mulighetene mindre i logistisk regreson. Poenget er kanskje at en
ma vaae mer bevisst hvilket mal en velger og se dette i forhold til siktemdlet med undersgkel sen.
Nedenfor er noen antydninger til retningslinjer nér det gjelder bruk av mal pa goodness of fit:

1. Man kan gjerne bruke goodness of fit i analysearbeidet, men ikke slavisk for & avgjare hvilken
modell som er best. Den beste modellen er ikke ngdvendigvis den som predikerer best i
datamaterialet.

2. Hvasom er en god modell avgjeres ved & bygge regresionsmodeller ut fra teoretiske betraktninger,
ikke ved &inkludere/ekskludere variabler ut frarent statistiske vurderinger.

3. Legg vekt pasignifikanstester og fortolkbarhet som kriterier for & vurdere ulike modellers nytte.

4. Skal man rapportere mal pa goodness of fit (fordi det krevesi internagonale tidsskrifter e.l.), ber
en velge log likelihoodratio test og/eller Hosmer-L emeshow testen. Ulike pseudo-R? ber antakelig
unngas. Det er for gvrig mer og mer vanlig at mal pa goodness of fit ikke rapporteresi forbindelse
med logistisk regresion. Verden gar framover.

4.3 Enadvarsd

Noe av problemet med logistisk regreson (og dikotome avhengige variabler generelt) er at en ikke har
direkte tilgang til sannsynlighetene. Det er derfor ikke mulig a kontrollere ens funn mot det faktisk
mansteret i datamaterialet. Forholdet mellom regresjonsresultater og data, dvs. den mekanismen som
produserer regresjonsresultatene blir en svart boks. Dette gjelder nok ogsa ordinaa regresion (spesielt
sannsynlighetsregresion), men antakelig i enda sterre grad logistisk regresion. Selv om vi har fétt sig-
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nifikante resultater betyr ikke det at vi nadvendigvis har en god modell. En del bruk av logistisk regre-
sion baarer nok noe preg av at en tror at logistisk regresion lgses alle problemer. Tabellen nedenfor kan
vage en tankevekker i sA mate.

| tabellen har vi beregnet den faktiske andelen som har hgy 1gnn avhengig av kjegnn og utdannings-
lengde og sammenstilt dette med den predikerte andelen. Som tabellen viser er ikke samsvaret mellom
observert og predikert like godt i alle kategorier. For kvinner predikerer modellen ganske godt, men vi
huske pa at vi strengt tatt ikke kan predikere utover 9 ars utdannelse fordi vi ikke har datai dette omra-
det. For menn ser vi at samsvaret er tilfredsstillende fram til 5 &rs utdannelse, men at det etter dette er
til dels store forskjeller mellom predikert og observert frekvens. For gruppen som har 12 &rs utdannel -
se etter grunnskolen vil vi faktisk predikere feil med omtrent 20 prosentpoeng.

Tabell 4.13: Observerte og predikerte sannsynligheter for & ha hgy lenn avhengig av utdanning
og kjann. Arbeidslivsunder sgkelsen 1993.

Kvi nner Menn
Ut danni ng bservert Predi kert  Cbservert Pr edi kert
0 0,4 % 1,0 % 51 % 4,9 %
1 1,2 % 1,4 % 6,2 % 6,5 %
2 1,9 % - 8,6 %
3 3,9 % 2,5 % 11,5 % 11,2 %
4 3,3 % - 14,6 %
5 3,7 % 4,4 % 21,8 % 18,7 %
6 59 % - 23,7 %
7 8,2 % 7,8 % 16,2 % 29,5 %
8 - 10,2 % - 36,0 %
9 12,5 % 13,3 % 50,4 % 43,2 %
10 - 17,1 % - 50,6 %
11 21,8 % - 58,0 %
12 27,3 % 45,5 % 65,1 %

Det er derfor viktig & huske at 0gsa logistisk regresion har forutsetninger om formen pa sammenhen-
gen mellom avhengig og uavhengig variabel. Modellen forutsetter at disse sammenhengene kan
beskrives med en logistisk kurve som er beskrevet tidligere. Denne forutsetningen kan imidlertid vaare
like urealistisk som forutsetningen om sammenhengen kan beskrives med en rett linje slik OL S forut-
setter. Det kan derfor vaare nyttig & 5jekke modellens prediksjoner mot observert andel slik det er gjort
i tabellen ovenfor. Problemet er at en slik kontroll er vanskelig dersom antall variabler er forholdsvis
stort.

4.4 Forutsetninger for bruk av logistisk regregon

Nér vi allerede er inne pa forutsetningene bak logistisk regresjon kan vaare pa sin plass & nevne de
viktigste begrensningene. Pa samme méate som OL S, bygger ogsa logistisk regresjon pa visse
forutsetninger. Mange av dem er identiske med dem man finner i OLS (sef.eks. Lewis-Beck 1980
eller Gujarati 1988:52-60).

Vi har alerede vaat inne pa en av forutsetningene ovenfor, nemlig at en ikke har tilnearmet perfekt
modellspesifikasjon. Da bryter nemlig modellensammen. Hvis sa er tilfelle, kan en imidlertid bruke
ordinag regregon, dvs. lineaa sannsynlighetsregregon. | det tilfelle vil nemlig problemene med linsg
sannsynlighetsregresjon vaare uten betydning.
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Ellers gir Aldrich & Nelson fglgende oversikt over forutsetninger som ma vagre tilfredsstillt:

1. Den avhengige variabelen kan antato verdier, f.eks. 0 og 1. Den primagre interessen er afa
estimert sannsynligheter for & ha verdien 1 pa den avhengige variabelen eller andelen som har
verdien 1.

2. Sannsynligheten eller andelen antas & vaae avhengig av et sett av uavhengige variabler:
sammenhengen antas & kunne spesifiseres pa falgende méte (dvs. falger den logistiske kurven):

e(b0+b1x1+...+bnxn +€)

(1+ e(b0+b1x1+...+bnxn+e))

P(Y =1)=

3. Observasionene av den avhengige variabelen forutsettes a veare statistisk uavhengige av
hverandre, dvs. vi har et tilfeldig utvalg av enheter.

4. Vi maikke hasterk multikollinearitet, dvs. at eksisterer sterk linesar sammenheng mellom to eller
flere av de uavhengige variablene i modellen. Dette er helt parallelt med forutsetningen bak OLS.
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5 Innledende om logistisk regresjon nar avhengig
variabel har mer enn to verdier

5.1 Nominal- og ordinalvariabler

Alle utvidelser av den logistiske regresjonsmodellen bygger pa grunnprinsippene i binomisk logisk
regresion, dvs. logistisk regresion med dikotom avhengig variabel. Binomisk logistisk regreson kan
faktisk betraktes som et spesiatilfelle av multinomisk og ordinal logisistisk regregon.

Utgangspunktet for utvidel sene av den binomiske logistiske regresjonsmodellen er at vi na har en
avhengig variabel med mer enn to verdier, men som samtidig ikke kan sies & vaae pa forholdstalls-
niva. Det farste tilfellet vi tar opp er ndr den avhengige variabelen pad nominalniva, dvs. at verdiene pa
variabelen markerer utelukkende at vi har gjensidig utelukkende kategorier. Det gir ikke mening &
rangordne verdiene. Det andre tilfellet gjelder variabler hvor verdiene kan rangordnes, men hvor det
ikke gir mening & snakke om avstanden mellom kategoriene.*

For begge disse tilfellene finnes det analysemodeller innen logistisk regresion. De bygger begge pa
samme prinsippet, nemlig at den avhengige variabelen «gjares om» til et sett av dikotome variabler far
regresjonsanalysen gjennomfgres. Nedenfor gir jeg en innfgring i ulike méter a gjare en variabel om til
et sett av dikotomier.

5.2 Handtering av nominal- og ordinalvariabler — koding til dummyvariabler
5.2.1 Som uavhengige variabler i ordinaa og logistisk regreson

Koding av variabler til dummyvariabler er en velkjent méte & behandle uavhengige variabler pai
regresion. Dersom vi har en variabel pa nominalniva kan denne gjegres om til et sett av dikotome
variabler. Antallet dummyvariabler maimidlertid vaare en mindre enn antall verdier pa den
opprinnelige variabelen, ellersfar vi perfekt kolinearitet.

Dersom vi har en variabel for bosted med fglgende fem verdier: gt sar, vest, midt og nord, kan vi
gjere om variabelen til falgende fire dummyvariabler:

ser med verdien 1 dersom respondenten bor i dette omradet og verdien O ellers
vest med verdien 1 dersom respondenten bor i dette omradet og verdien 0 ellers
midt med verdien 1 dersom respondenten bor i dette omrédet og verdien O ellers
nord med verdien 1 dersom respondenten bor i dette omradet og verdien 0 ellers

Tar vi disse variablene med som uavhengige variabler i en regresonsanalyse, vil de koeffisientene vi
far vise forskjellen i avhengig variabel mellom det aktuelle omradet (sar, vest, midt eller nord) og det
omradet som er utelatt (referansekategorien: gst).

5.2.2 Som avhengige variabler i logistisk regreson

Logistisk regresjon bygger pa odds, dvs. forholdet mellom antallet som er i en kategori og antallet som
ikke er i denne kategorien. For a bruke logistisk regresjon pa variabler med mer enn to verdier ma
disse variablene gjeres om til et sett av dikotomier, dlik at en kan konstruere odds mellom

19 Hva som kjennetegner ulike mélenivée er beskrevet mer utferlig i avsnitt 2.1.
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sannsynligheten for &ha den ene verdien og sannsynligheten for & ha den andre verdien. Nominal
logistisk regresjon og ordinal logistisk regresion omdanner den opprinnelige variabelen paforskjellige
mater.

Ved nominal logistisk regresjon er den avhengige variabelen pa nominalniva. Framgangsmate er a
velge en referanseverdi (baseline-category). Antallet respondenter i de andre verdiene sesi forhold til
antallet respondenter i referanseverdien. En annen méte & forestille seg dette pa er at vi konstruerer et
sett dikotome variabler som gis verdien O nér enhetene tilhgrer referanseverdien og verdien 1 nér de
tilhgrer den verdien vi vil sammenlikne referanseverdien med. De andre verdiene pa den opprinnelige
variabelen ser vi bort fra. Dersom vi bruker eksempelet ovenfor, og fortsatt velger gst som
referanseverdi, far vi felgende dikotome variabler:

e sar med verdien 1 dersom respondenten bor pa Serlandet og verdien 0 dersom vedkommende bor
pa Dstlandet

e vest med verdien 1 dersom respondenten bor pa Vestlandet og verdien 0 dersom vedkommende
bor pa @stlandet

e midt med verdien 1 dersom respondenten bor i Midt-Norge og verdien 0 dersom vedkommende
bor pa @stlandet

¢ nord med verdien 1 dersom respondenten bor | Nord-Norge og verdien 0 dersom vedkommende
bor pa @stlandet

Vi far alltid en dummyvariabel mindre enn antall verdier pa den opprinnelige variabelen. Den videre
framgangsmaten er beskrevet naamere i kapittel 6.

En annen mate & kode om variabler pg, er kumulativt. Denne benyttes i rangert (ordinal) logistisk
regreson, metoden for & handtere avhengige variabler pa ordinalniva. Kumulativ koding innebagrer at
en lager dummyvariabler hvor ale enheter som befinner seg i en kategori eller lavere pa den opprinne-
lige gisen felles verdi (0). De enhetene som har hgyere verdier gis en annen felles verdi (1). Det sier
seg selv at variabelen ma kunne rangeres, dvs. vaae pa ordinaniva, for at denne framgangsmaten skal
kunne benyttes. Ogsa ved denne typen omkoding ma antallet dummyvariabler vaare en mindre enn
antall verdier pa den opprinnelige variabelen.

Laossta eksempel med en variabel for sosia status med fem verdier: lavere arbeiderklasse, hayere
arbeiderklasse, lavere middelklasse, hgyere middelklasse og overklasse. Denne variabelen kan kodes
om til fire kumulative dummyvariabler:

e hgyere arbeiderklasse, middelklasse eller overklasse, med verdien 1 for alle som tilharer
kategorien hgyere arbeiderklasse eller hgyere og verdien O for dem som er i kategorien lavere
arbeiderklasse

e middel- eller overklasse, med verdien 1 for alle som tilhgrer en av funksjonaakategoriene og
verdien O for dem som tilhgrer en av arbeiderkategoriene

e hgyeremiddelklasse eller overklasse, med verdien for alle som tilhgrer hgyere middelklasse eller
overklasse og verdien O for alle som tilhgrer arbeiderklasse eller lavere middelklasse

o overklasse, med verdien 1 for alle som tilhgrer overklasse og verdien O for alle som tilharer
arbeider klasse eller middelklasse

Den femte dummyvariabelen er ungdvendig fordi vi ser at den vil haverdien O eller 1 for alle respon-
denter. Denne méten a kode om den avhengige variabelen pa benyttesi ordinal logistisk regresjon. Vi
har ikke noen referansegruppe, men dummyvariablene relaterer seg til hverandre ved & vise kumula-
tivetall. Antall respondenter med verdien 1 pa variabelen overklasse ma vagre minst like heyt som an-
tall spondenter med verdien 1 pa variabelen hayere middelklasse eller overklasse, etc.
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6 Multinomisk logistisk regreson

En rekke problemstillinger innebagrer analyse av variabler som har mer enn to verdier og som samtidig
ikke kan rangordnes. Slike variabler er pa nominalniva. Dette er det laveste av malenivaene og det er
begrenset hvilke regneoperasjoner som kan utferes pa denne typen variabler (Hellevik 1991:155-56).
Eksempler pa nominalvariabler kan vage:

yrke

bosted

fritidsinteresse

nasjonalitet/etnisk opprinnelse

partitilherighet uten a rangere langs heyre-/venstredimensjon e.l.

Logistisk regreson bygger imidlertid pa oddsratioen, dvs. forholdet mellom sannsynligheten for at en
egenskap er tilstede og sannsynligheten for at den ikke er tilstede. For & kunne gjennomfere logistisk
regresion med en avhengig variabel med mer enn to verdier, ma en derfor se pa forholdet mellom to
og to kategorier. En kan si at den avhengige variabelen gjgres om til et sett av dikotome variabler som
saanalyseres slik det ble framstilt i kapittel 2. En far med andre ord like mange regresjonslikninger
som det er dummyvariabler. Dette settet av likninger ma lgses simultant.

Ved multinomisk regresjon konstrueres det oddsratioer hvor sannsynligheten for & ha en verdi paden
avhengige variabelen sesi forhold til sannsynligheten for & ha en referanseverdi. Det innebager at det
blir en dummyvariabel mindre enn det er verdier pa den opprinnelige variabelen. Den avhengige varia-
belen viser da oddsen for & ha en bestemt verdi pavariabelen i forhold til en referanseverdi.

Laoss ta som eksempel hva forbrukerne hovedsakelig legger vekt pa ved kjgp av produkter. Denne
variabelen kan f.eks. haverdiene: pris, kvalitet/effektivitet tilgjengelighet og milje/helse. Dersom vi er
interessert i & underseke hvilke faktorer som har betydning for hva forbrukerne legger vekt pa, kan
dette gjares ved hjelp av nominal logistisk regresion. Vi maferst velge en referanseverdi som vi vil
sammenlikne de andre verdiene med. En naturlig referanseverdi kunne f.eks. vaare pris. Det innebaarer
at vi gnsker & se hva som kjennetegner:

o kvalitets-/effektivitetsorienterte forbrukernei forhold til prisorientert forbrukere
o tilgjengelighetsorienterte forbrukere opp i forhold til prisorientert forbrukere
e miljg-/helseorienterte forbrukere i forhold til prisorienterte forbrukere

Vi fér tre sammenlikninger ut fra de fire verdiene pa den opprinnelige variabelen. Dette kan ogsa
formuleres ved hjelp av felgende likninger:

=by + b, X, +..+ b X, +€

Lo |n{ P(Y = kvalit_et)j
1-P(Y = pris)

L= In[ P(Y =tilgjeng.)

=b,+b. X, +..+b X +e
1_ P(Y:prls)j 02 12771 n2’*n

L,=In P(Y:—m”@ =bg + DX, +...+ b X, +€
1-P(Y =pris)
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Vi ser at b’enei likningene er markert med to numre. Det farste viser hvilken variabel koeffisienten
gjelder. Det andre viser hvilken likning koeffisienten gjelder. Grunnen til at det er behov for det siste
tallet er at vi nér far ulike koeffisienter for hver av variablene, avhengig av hvilke verdier vi
sammenlikner.

Substansielt er ikke dette sa vanskelig a forsta. Vi kan tenke oss kjgnn som en uavhengig variabel. Det
er ikke rimelig atro at kjann spiller den samme rolle i sammenlikningen mellom kvalitetsorienterte og
prisorientert forbrukere som i sammenlikningen mellom milja-/hel seorienterteog prisorienterte forbru-
kere. Vi far med andre ord flere kjgnnskoeffisienter.

Vi ser ogsd at valget av referanseverdi er svaat viktig. Det er viktig & velge en verdi som det er teore-
tisk interessant & sammenlikne med de andre verdiene. Dette er blant annet avhengig av problemstil-
ling. Dersom problemstillingen var rettet mot milj@ og helse, ville det vaae mer naturlig & velge denne
kategorien som sammenlikningsverdi for de andre.

Nér en gjennomfarer multinomisk logistisk regresjon vil en som nevnt fa flere estimater for hver
variabel, en for hver sammenlikning. En kan derfor sperre om det ikke heller ville vaae like greit &
gjennomfere separate logistiske regresjoner, hvor en sammenlikner to og to verdier pa den avhengige
variabelen. Det er to grunner til at dette ikke er & anbefale. For det farste sikrer multinomisk logistisk
regreson at summen av sannsynlighetene for afalle inn under en av kategoriene pa den avhengige
variabelen alltid blir 1. Det blir ikke ngdvendigvis tilfelle nar en kjerer separate regresoner. For det
andre gir multinomisk logistisk regresjon mer effektive estimater, fordi standardfeilenetil koeffisien-
tene blir mindre (Agresti 1996:206).

Ved estimering av koeffisientene tar multinomisk logistisk utgangspunkt i de likningene som ble vist
ovenfor. Modellen forsgker & finne en lgsning som medfaerer at det observerte materialet, dvs. kombi-
nasjonene av verdier pa den avhengige og de uavhengige variablene blir mest mulig sannsynlig. Dette
foregar ved afinne de l@sningen som gir den hayeste log likelihoodverdien. P4 samme méate som ved
binaa logistisk regresion, ma lasningen finnes numerisk, dvs. ved hjelp av interagoner.

Siden framgangsmaten ved multinomisk regresion i prinsippet felger samme framgangsmate som
binaa logistisk regresion, er det ikke noe atilfgye nar det gjelder bruk av signifikanstester og mal pa
goodnes of fit. Det eneste skillet er at vi nafar flere z-tester for hver av de uavhengige variablene.

Nér det gjelder fortolkningen av koeffisienter er ogsa det som ble sagt i kapittel to gyldig. Det eneste
nye er ogsa her at vi far flere koeffisienter for hver variabel og at fortolkningen av oddsene hele tiden
er forholdet mellom forekomesten av den aktuelle verdi og forekomsten av referanseverdien.

For dillustrere bruk og fortolkning av nominal logistisk regresjon, giennomgar jeg to eksempler
nedenfor.

6.1 Eksempel 1: Fagforeningsmediemskap og kjgnn
6.1.1 Innledende krysstabell: odds og oddsratioer

Den avhengige variabelen i dette eksempelet er fagforeningsmedlemskap med fem verdier: ikke
medlem i fagforening, medlem i LO, medlemi Y'S, medlem i AF og mediem av frittstéende fag-
forening. Tabellen nedenfor viser fordelingen av fagforeningsmediemskap avhengig av kjann.
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Fagforeningsmedlemskap | Menn  Kvinner  Total
Ikke medlem 35 29 33
Medlem LO 37 32 35
MedlemYS 8 19 13
Medlem AF 14 10 12
Medlem frittstaende 6 10 7
Total 100 100 100
(1735)  (1474) (3209)

Den starste forskjellen i tabellen er at andelen som er medlem av Y S er starre for kvinner enn for
menn. Det er en noe starre andel menn som ikke organisert, samt organisert i LO og AF. Dersom vi
velger ikke medlem som referansekategori pa den avhengige variabelen, kan vi beregne odds for de
ulike verdienei forhold til referanseverdien. Disse er vist i neste tabell.

Fagforeningsmedlemskap Odds for Odds for Oddsratio
menn kvinner kvinner/menn
Ikke mediem - - -
Medlem LO 37/35=1,06 32/29=1,10 1,10/1,06 = 1,04
MedlemYS 8/35=0,23 19/29=0,66 0,66/0,23 = 2,87
Medlem AF 14/35=0,40 10/29=0,34 0,34/0,40 = 0,85
Medlem frittstaende 6/35=0,17 10/29=0,34 0,34/0,17 = 2,00

Bade for menn og kvinner er oddsen for & vaae medlem i LO hgyere enn 1. Det innebager at det er
noe mer sannsynlig at bade menn og kvinner er medlem av LO enn at de ikke er medlem av noen
fagorganisasjon. De andre oddsene er mindre enn 1. Det innebager at mediemskap i YS, AF eller
frittstdende fagforening er mindre sannsynlig enn &ikke vaae mediem.

Oddsratioene viser oddsen for kvinner i forhold til oddsen for menn. Er oddsratioen starreenn 1, er
siansen for atilhgre kategorien sterst for kvinner, og omvendt dersom oddsratioen er mindre enn 1.
Oddsen for atilhagre LO er omtrent like stor for bade menn og kvinner. Oddsen for & vaare medlem av
Y S og frittstdende er starst for kvinner, mens oddsen for atilhere AF er starst for menn (men
forskjellen er ikke stor).

6.1.2 Multinomisk logistisk regreson — tolkning av koeffisienter

Multinomisk regresjon kan ikke gjaresi SPSS. Vi har derfor benyttet kommandoen .mlogit i Stata.
Resultatet er vist i boksen nedenfor.

Vi ser at vi nafar fire sette med koeffisienter, en for hver av de parvise sammenlikningene. Den farste
viser kjannseffekten ndr det gjelder sammenlikning av sannsynligheten for Avaae medlemav LO i
forhold til aikke vaae medlem av fagforening. Vi ser at kjannskoeffisienten ikke er signifikant. Det
innebazrer at oddsen for &medlem av LO snarere enn aikke vare medlem av fagforening, ikke er
signifikant forskjellig for menn og kvinner. Det er i tréd med tabellen ovenfor, hvor vi fant at
oddsratioen |14 svaat nag 1.

Kjannskoeffisienten i den andre parvise sammenlikningen er positiv og statistisk signifikant. Det
innebagrer at sannsynligheten for & vaare medlem av fagforening i forhold til sannsynligheten for ikke a
vaae medlem av fagforening overhode, er starre for kvinner enn for menn.
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m ogit fagfor kjonn, b(0)

Iteration 0: Log Likelihood = -4649.568
Iteration 1: Log Likelihood =-4589. 0315
Iteration 2: Log Likelihood =-4587.5702
Iteration 3: Log Likelihood =-4587.5687
Ml ti nom al regression Nunber of obs = 3209
chi 2(4) = 124.00
Prob > chi 2 = 0. 0000
Log Li kel i hood = -4587.5687 Pseudo R2 = 0.0133
fagfor | Coef . Std. Err. z P>| z| [95% Conf. Interval]
_________ e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e mm e e mmmm e e m e e mm e mm =
Medlem L |
kj onn | . 0363569 . 0873539 0.416 0.677 -.1348537 . 2075674
_cons | . 0460034 . 0563362 0.817 0.414 -. 0644135 . 1564203
_________ e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e m e e e e mm =
Medl em Y
kjonn | 1. 086391 . 12183 8.917 0.000 . 8476086 1.325173
_cons | -1.510592 . 0947432 -15.944  0.000 -1.696285  -1.324899
_________ g
Medl em A
kjonn | -.1304458 . 1218593 -1.070 0.284 -. 3692857 . 1083941
cons | -.93845 . 0759787 -12.351 0.000 -1.087365 -.7895346
_________ g
Medl em f |
kjonn | . 7591616 . 1454283 5.220 0.000 . 4741273 1.044196
_cons | -1.848536 . 1092367 -16.922  0.000 -2.062636  -1.634436

(Qutcone fagfor==Ikke med is the comparison group)

| den tredje parvise sammenlikningen er kjannskoeffisienten negativ, men ikke signifikant. Det inne-
bagrer at ansen for & veare mediem av AF ikke er signifikant forskjellig for menn og kvinner. Det er
ogsai trad med tabellanalysen.

| den siste sammenlikningen er kjenn igjen positiv og signifikant. Det innebager at oddsen for avaae
medlem av frittstdende fagorganisasjon snarere enn ikke & veare medliem av noen fagforening, er starre
for kvinner enn for menn.

Oddsratioene kan for @vrig beregnes ved hjelp av falgende formel (jf. avsnitt 3.4.2):

Vi ser at de estimerte oddsratioene stemmer svaat godt overens med oddsratioene i tabellanalysen. Det
behaver ikke ngdvendigvis vaaetilfelle.

6.1.3 Beregning av sannsynligheter

Det er mulig aregne ut sannsynlighetene for atilhere de ulike kategoriene. Beregningene er ikke
vanskelige, men kan vaae noe tidkrevende.
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(1) Ferst masamtlige odds beregnes for den kombinasjonen av verdier pa de uavhengige variablene vi
ensker & beregne sannsynlighet for.

Hvisvi f.eks. gnsker & beregne sannsynligheten for & vaare medlem av AF for kvinner, mavi
beregne oddsen for & vaae medlem av LO, Y'S, AF og frittstaende for kvinner:

e Lo - e(0,05+ (1x0,04)) —e (0,09 - 1’09
e vS — e(-1,51+ (1 X 1,09)) —e (-0,42) - 0,66
0 pp = @(094+1X013) — o (08D — g g4

e fritt - e(-l,85+ (lX 0,76)) —e (-1,09) - 0’34

(2) Oddsen for den aktuelle verdien pa avhengig variabel deles pa summen av 1 og samtlige odds.
p(Y=YS| X=kvinner) =0,66/ (1 + 1,09 + 0,66 + 0,44 + 0,34) = 0,66 / 3,53 = 0,19
Vi kan ogsa regne ut sannsynlighetene for de andre verdiene pa avhengig variabel:

p(Y=LO | X=kvinner) = 1,09/ (1 + 1,09 + 0,66 + 0,44 + 0,34) = 1,09/ 3,53 = 0,31
p(Y=AF | X=kvinner) = 0,44 / (1 + 1,09 + 0,66 + 0,44 + 0,34) = 0,44/ 3,53 = 0,12
p(Y =fritt | X=kvinner) = 0,34/ (1 + 1,09 + 0,66 + 0,44 + 0,34) = 0,34/ 3,53 = 0,10

For referansekategorien er formelen noe annerledes. Her deles 1 pA summen av 1 og samtlige
odds.

p(Y=ingen | X=kvinner) = 1/ (1 + 1,09 + 0,66 + 0,44 + 0,34) = 0,66 / 3,53 = 0,28

Legger vi sammen de estimerte sannsynlighetene (0,19+0,31+0,12+0,10+0,28) f& s summen 1. Det
skal alltid vaaretilfelle. Vi ser ogsd at de predikerte sannsynlighetene/andelene ikke avviker mye fra de
faktiske andelene i den opprinnelige krysstabellen.

6.1.4 Signifikanstester og «goodnes of fit»

Det er svaat liten forskjell pa signifikanstester og mal pa goodnes of fit i binomisk og multinomisk
logistisk regregon. Den eneste forskjellen er at multinomisk regresjon gir flere z-tester for hver av de
uavhengige variablene, en for hvert sett av regresjonskoeffisienter. Det er, som nevnt tidligere, viktig &
huske at de forutsetter et relativt stort utvalg for & vare palitelige. Dersom en er i tvil om utvalgsster-
relsen er tilstrekkelig, ber en heller benytte likelihoodratio-testen. Denne siste testen tester imidlertid
kun om en variabel som helhet bidrar til en forbedring av log likelihood, ikke om variabelen er statis-
tisk signifikant i den enkelte delmodell som kommer fram i utskriften.

Nér det gjelder goodness of fit er det ogsa visse forskjeller i forhold til logistisk regresjon med diko-
tom avhengig variabel. Klassifikasjonstabeller, krysstabelltilnsaminger og R? kan ikke lenger benyttes
som mél patilpasning. Det er kun pseudo-R? og m& som bygger pélog likelihood som kan benyttes.

| eksempelet ovenfor kan vi teste forskjellen i loglikelihood mellom den aktuelle regresjonsmodellen
og en modell som bare inneholder konstanten. Testen er oppgitt pa Stata-utskriften:

72=(-2) x (InLo—InLy) = (- 2) x (-4649,57 - -4587,57) = 124
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Antall frihetsgrader er lik 1, fordi vi har inkludert en variabel. Vi ser at testen er statistisk signifikant.
Det innebaarer at en multinomisk regresionsmodell med fagforeningsmedlemskap som avhengig
variabel og kjann som uavhengig gir en signifikant forbedring av loglikelihood enn dersom vi bare
skulle basert oss pa marginalfordelingen pa den avhengige variabelen.

6.2 Eksempel 2: Fagforeningstilknytning, kj@nn og alder
6.2.1 Regresonsresultater og tolkning

Den bivariate eksempel et ovenfor viser sammenhengen mellom krysstabellanalyse og logistisk regre-
sion. N&r vi i bivariat regresionsanalyse har en dikotom uavhengig variabel er det mulig & estimere
odds, oddsratioer og sannsynligheter som avviker relativt lite fra den opprinnelige fordelingen. Nar vi
trekker inn ytterligere uavhengige variabler, er det vanskeligere a studere sasmmenhengen mellom
krysstabellanalyse og logistisk regresjon.

Nedenfor utvider vi eksempelet ovenfor med en ny forklaringsvariabel, nemlig alder. Resultatet av
multinomisk logistisk regregon er vist nedenfor.

m ogit fagfor kjonn alder, b(0)

Iteration 0: Log Likelihood = -4649. 568
Iteration 1: Log Likelihood =-4549.9611
Iteration 2: Log Likelihood = -4548. 337
Iteration 3: Log Likelihood =-4548. 3354
Mul ti nom al regression Nunmber of obs = 3209
chi 2(8) = 202. 47
Prob > chi2 = 0. 0000
Log Likelihood = -4548. 3354 Pseudo R2 = 0.0218
fagfor | Coef . Std. Err. z P>| z| [95% Conf. Interval]
_________ e e e e e e e e e e e e e mm e mmmmmmmmmemmemmmm e mmm e e m e e mm e mmm - =
Medlem L |
kj onn | . 0521391 . 0880787 0.592 0.554 -. 120492 . 2247702
al der | . 0285957 . 0041093 6.959  0.000 . 0205416 . 0366497
cons | -1. 14601 . 1801964 -6.360 0.000 -1.499189  -.7928319
_________ e e mcmeemmemecsecmmmemsmeecmsmmmmememsmmmmsmsmsmmsmmssssasmmesms-m-meacme-m-acam-====
Medl em Y
kj onn | 1.105719 . 1227231 9.010 0.000 . 8651863 1. 346252
al der | . 0365768 . 0055105 6.638 0.000 . 0257765 . 0473771
_cons | -3.051667 . 2562164 -11.911  0.000 -3.553842  -2.549492
_________ g
Medl em A
kjonn | -.1136976 . 1224627 -0.928 0.353 -. 3537202 . 1263249
al der | . 0306986 . 0055986 5.483 0.000 . 0197256 . 0416717
_cons | -2.221731 . 25011 -8.883 0.000 -2.711937  -1.731524
_________ e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e m e e e e mm =
Medl em f |
kj onn | . 7775515 . 1460953 5.322 0.000 . 4912099 1. 063893
al der | . 0343935 . 0066934 5.138 0.000 . 0212747 . 0475122
_cons | -3.293396 . 3096175 -10.637 0.000 -3.900236  -2.686557

(Qutcone fagfor==lkke med is the comnparison group)

Vi ser at kjgnnskoeffisientene endrer seg relativt lite sammenliknet med den bivariate analysen. Det er
fortsatt for Y'S og frittstdende fagforeninger at vi finner signifikante kjennsforskjeller. Det innebaarer
at oddsen for & veare medlem av Y'S og frittstdende fagforeninger snarere enn dikke vaare organisert er
hayere for kvinner enn for menn.
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Alder gir et positivt, signifikant bidrag i samtlige likninger. Det innebager at jansen for avage
organisert i en eller annen fagforening snarere enn dikke vagre fagorganisert, synker med alderen.

6.2.2 Signifikanstester og «goodnes of fit»

Z-testen er som nevnt ikke signifikant for kjennskoeffisienten i delmodellene som sammenlikner
henholdsvis L O-organisasering og AF-organisering med det  ikke vaare organisert. Loglikelihood-
testen for totalmodellen er signifikant. Det innebazrer at vi kan forkaste en hypotese om at modellen
ikke forbedrer log likelihood i forhold til en modell med bare en konstant. Kjikvadrattesten har to
frinetsgrader fordi vi har inkludert to forklarinsvariabler.

Vi kan ogsa teste om den trivariate modellen gir en forbedring av log likelihood, sammenliknet med
den bivariate modellen. Vi tar forskjellen i log likelihood i de to modellene og ganger med —2:

> =(-2) x (InLo—InLy) = (- 2) x (-4587,57 - -4548,34) = 78,46

Antall frihetsgrader er lik 1. Forskjellen er falgelig signifikant. Den trivariate modellen forbedrer log
likelihood sammenliknet med den bivariate modellen. Det er viktig & huske at forutsetningen for a
kunne sammenlikne log likelihood i to ulike modeller er at den avhengige variabelen er den samme og
at antall enheter er likt.

6.2.3 Beregning av sannsynligheter og presentasjon av resultater

Beregning av sannsynligheter er omfattende i multinomisk logistisk regresion fordi vi farst ma
beregne odds for alle de fire likningene for de gitte kombinasjonene av verdier pa de uavhengige
variablene. Operasjonen kan forenkles ved & bruke et regneark som f.eks. Excel, Lotus e.l. Nedenfor
har vi vist resultatene av beregninger pa bakgrunn av regresjonsresultatene for den trivatiate modellen.
Kjgnnsvariabelen er satt til verdien 1 (kvinner), mens aldersvariabelen varierer fra 20 til 65 ar.

Regresjonskoeffisienter
Likning 1 Likning 2 Likning 3 Likning 4

Kjgnn 0,052 1,106 -0,114 0,778
Alder 0,029 0,037 0,031 0,034
Konstant -1,146 -3,052 -2,222 -3,293

Beregning av odds for kvinner

Alder Odds1 Odds2 Odds3 Odds4
20 0,59809839 0,29939246 0,17978385 0,1596135
25 0,69142541 0,36023453 0,20992604 0,18919066

60 1,90789397  1,3152148 0,62126348 0,62188506
65 2,20560092  1,5824907 0,72542325 0,73712337

Beregning av sannsynligheter for kvinner

Alder Ikke medlem LO YS AF Frittstdende
20 0,44704961 0,26737965 0,13384328 0,0803723  0,07135515
25 0,40803392 0,28212502 0,14698791 0,08565695 0,07719621

60 0,18294053 0,34903113 0,24060609 0,11365427  0,11376798
65 0,15998366 0,35286011 0,25317266 0,11605587 0,1179277
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En tabell med sannsynligheter er antakelig ikke spesielt givende. Det er bedre &illustrere sammenhen-
gen mellom sannsynlighetene for & ha ulike verdier pa den avhengige variabelen og en uavhengig
variabel ved hjelp av en figur. Figuren nedenfor viser sammenhengen mellom fagforeningstilknytning
og alder for kvinner.

Kvinner

0,35 =
K 0.3 4 —— - = e |kke medlem
' - — Lo
—

= =YsS
— AF
—— Frittstdende

Andel/sannsynlighet
o
)
N o
.
.
\
'
1
\
'
1
1
1
1
1
L3
.
\
.
.
\
\
1
'
\
1

Alder

Vi ser at sannsynligheten for aikke vaae medlem av en fagforening synker etterhvert som alderen
aker. Sannsynligheten for & vaare medlem i fagforening, enten LO, YS, AF eller frittstaende aker deri-
mot med alderen. Pa ethvert alderstrinn i figuren vil summen av sannsynlighetene for afalei de fem
kategoriene vaae 1.
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7 Rangert (ordinal) logistisk regreson
7.1 Problemet med variabler pa ordinalniva

En rekke sosiologisk interessante variabler er paordinalniva, dvs. at verdiene pa variabelen kan ran-
geres, men at det er problematisk & snakke om avstanden mellom verdiene. Eksempler pa dike variab-
ler er alle slags former for rangeringer, hvor avstandene mellom verdiene ikke er eksakte:

Holdninger til pastander: svaart enig, noksa enig, litt enig, litt uenig, noksa uenig, svaat uenig
Tillit: stor tillit, litt tillit, liten tillit, svaat liten tillit

Karakterskala: svaat godt, meget godt, godt, noe godt, lite godt

Jobbvurderinger: skalafra1til 9, hvor 1 er svaat litetilfreds og 9 er svaat tilfreds
Sysselsetting: ingen, deltid, heltid

Y rkesstatus: ufaglaat arbeider, faglaat arbeider, lavere funksonaar, midlere funksonaa, hgyere
funksjonaa

e Alderskategorier: barn, ungdom, ung voksen, voksen, gammel

e Utdanning: grunnskole, videregaende, hayskole, universitet

Det er ikke urimelig & hevde at sveat mange sosiologiske variabler i realiteten befinner seg pa ordinal-
niva, dvs. at de uttrykker en rangering eller intensitet som ikke er presist kvantifiserbar. @sterberg
peker for eksempel pa at ordinalskalaen framstar:

«...som den mest egnede skala for statistisk behandling av sosiologiske variable. Det er en
“intensiv” skala som maler “intensiteter "» (1986:111).

Hellevik argumenterer for at bade nominalvariabler, som bosted og yrke, og forholdstallsvariabler,
som f.eks. inntekt, i mange tilfeller kan betraktes som variabler pa ordinalniva. Han peker pa at:

«Hvilket maleniva det er rimelig a tillegge en variabel, avhengiger ikke bare av hvordan
malingen er utfert. Det vil ogsa avhenge av hva slags teoretisk egenskap vi er ute etter a
male» (Hellevik 1991:157-58)

Om en variabel formelt er paforholdstallsniva, er det likevel ikke gitt at det i sosiologisk sammenheng
alltid gir like stor mening atillegge den et sa hgyt maeniva. Variabelen inntekt kan illustrere dette.
Som et mal pa gkonomisk velferd, ville det vaare meningslgst &si at en gkning i inntekten pakr.
10.000 betyr like mye for en minstepensjonist som for Kjell Inge Rgkke. Som et mal pa sosial status,
ville det ogsa gi lite mening i & spekulere pa hvor mye endring i status en kan tilskrive en endring i
inntekten pa 10.000.

Samtidig er det naturligvisikke gitt at en variabel skal behandles som en ordinalvariabel bare fordi den
kan rangeres. Dette avhenger av problemstillingen og hensikten med analysen. Long (1997:115) nev-
ner som eksempel pa dette at selv om farger kan ordnesi henhold til det elektromagnetiske spektrum,
er det mer enn tvilsomt om f.eks. variabelen fargevalg ved kjgp av bil bar behandles som en rangert
variabel. Long trekker ogsa fram problemer knyttet til variabler som uttrykker mer enn en dimensjon,
f.eks. en holdningsskala med verdiene svaat enig, enig, naytral, uenig, svaat uenig. | denne skalaen
ligger det bade retning pa meningen (enig/uenig) og intensitet i holdningen. Dersom holdningens in-
tensitet er av starst interesse, bar rangeringen vaae: svaat (enig eller uenig), enig eller uenig og neyt-
ral. Hvis det er uklart hvilken dimensjon en er ute etter ber variabelen behandles som om den var pa
nominalniva

Ordinalvariabler byr pa problemer i statistisk analyse, spesielt nar de opererer som avhengige variab-
ler. Den beste analyseformen i problemstillinger har ofte veart krysstabellanalyse, med sine klare
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begrensninger nar det gjelder antall variabler som kan trekkes inn og hvor mange verdier disse variab-
lene kan ha. Ofte har ordinalvariabler vaat dikotomisert eller behandlet som om de var paforholds-
tallsniva | det farstetilfellet mister en informasjon, i det andre tilfelle ma en gjere noksa sterke forut-
setninger om avstandene mellom verdiene pa variabelen.

Laoss se litt neamere pa denne siste |gsningsformen, fordi den gir en innfallsvinkel til prinsippet for
ordinal logistisk regresion. Hvainnebaaer det at man benytter en variabel pa ordinalniva som om den
var paforholdstallsniva?

Eksempel:

Laosstasom eksempel et tillitssparsmal som ble stilt i 1996 om tillit til produsentenes miljemerking
(Tufte og Lavik 1997): | hvilken grad har du tillit til en at vare er miljevennlig nar produsentene
garanterer for det? Undersgkel sen ga faglgende svarfordeling:

Kode Prosent
Meget stor tillit 5 5
Stor tillit 4 24
Bade og 3 54
Litentillit 2 13
Meget liten tillit 1 4
100

(1008)

Verdiene pa variabelen er kodet slik at kategorien «meget stor tillit» er gitt hayeste verdi, dvs. at de
enhetene som havner i denne kategorien sterretillit til produsentene enn de andre. For hvert niva med
laveretillit synker den tilordnede tallverdien med 1. Denne tilordningen av tall markerer kun rangord-
ningen mellom verdiene, ikke avstanden.

Dersom vi imidlertid behandler denne variabelen som om den var paforholdstallsniva, vil vi ogsa
tillegge avstanden mellom verdiene vekt. Det innebaarer at vi betrakter avstanden mellom «meget stor
tillit» og «stor tillit»> som like stor som avstanden mellom «liten tillit» og «meget liten tillit».

Men hva betyr egentlig avstandsbegrepet i forbindelse med en ordinalvariabel ? Et tankeeksperiment
kan vaaetil hjelp her. La osstenke oss at kategoriene patillitsvariabelen ovenfor kun utgjer punkter
pa en underliggende, kontinuerlig tillitsvariabel, en variabel som vi ikke har malt og som antakelig
heller ikke lar seg male direkte. | praksisinnebaarer det at ordinalvariabelen maler en underliggende
variabel paforholdstallsniva

Denne underliggende, ikke-malte variabelen er den «faktiske», kvantitative intensiteten (jf. sitatet fra
@sterberg ovenfor) i folkstillit til produsentenes miljamerking. Denne kan antas & ga fra uendelig
positiv verdi, dvs. uendelig stor tillit, til uendelig negativ verdi, dvs. uendelig liten tillit. Siden vi ikke
har noen méte & médle denne ttillitsintensiteten pa (tillitsgenet er enndikke funnet), mavi heller ty til en
ordinalskala med upresise kategorier som i hgy grad er gjenstand for fortolkning av respondentene.

Hvis vi benytter variabelen ovenfor som om den var paforholdstallsniva, innebaarer det at vi forutset-
ter at kategoriene deler den underliggendetillitsintensiteten i like intervaller, slik det er illustrert i
figuren nedenfor. Dersom denne forutsetningen er riktig, er det uproblematisk a behandle variabelen
som om den var paforholdstallsniva.
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Meget Liten . Stor Meget

liten tillit tillit Bade og dllit o fillit
Uendeli . G Uendeli
liten J Underliggende tillitsintensitet or 9

Forutsetningen om like intervaller er imidlertid noksa sterk i de flestetilfeller. Sannsynligheten er
svaat stor for at avstandene varierer i starrelse. Dersom dette er tilfelle, er ikke betingel sene for
ordinag regresion tilfredsstilt.

En mulig lzsning pa dette problemet er atilordne kategoriene verdier som gjer de underliggende av-
standene mellom dem forskjellig. Tillitsvariabelen kunne f.eks. tilordnes verdier pa felgende méte:

o Meget stor tillit -3
e Stortillit -2
e Badeog 0
e Litentillit 2
e Meget liten tillit 3

Denne kodingen gir uttrykk for at sprangene fra a vaae naamest likegyldig nar det gjelder tillit til aha
enten stor tillit eler liten tillit er kvantitativt sett starre enn sprangene fra a ha stor tillit til meget stor
tillit eller frad haliten tillit til meget liten tillit. | prinsippet innebaaer denne formen for koding at en
gjer om ordinalvariabelen til en forholdstallsvariabel. Det er imidlertid §elden vi har forutsetninger for
avurdere forholdet er mellom kategoriene pa ordinal variabelen og skalaen pa den underliggende
intensitetsvariabelen. Kodingen blir derfor svaart skjgnnsmessig, men det innebaaer likevel ikke at
denne framgangsmaten prinsipielt ma avvises. Skjegnn kan vaae bedre enn ren automatikk. Det er vik-
tig Avazre klar over at det & beholde den opprinnelige kodingen ogsa er et valg, nemlig at en forutsetter
at avstandene mellom kategoriene pa variabelen er like.

Dersom en mener at intervallene ikke er like, men samtidig ikke har grunnlag for a fastsette interval-
lene skjgnnsmessig, er det en mulighet & benytte ordinal logistisk regresion. Denne analyseformen for-
utsetter at den avhengige variabelen er pa ordinalniva, men estimerer avstanden mellom kategoriene
pa bakgrunn av observasionene i datasettet og den spesifiserte regresjonsmodellen.

7.2 Prinsippet bak ordinal logistisk regregon

Ordinal logistisk regresion bygger pa prinsippene bak logistisk regresjon med dikotom avhengig varia-
bel. Verdiene pa den avhengige variabelen ma derfor gjeres om til et sett av dikotomier. Det gjeres
ved & betrakte verdiene pa ordinal variabelen som kuttpunkter pa en underliggende kontinuerlig varia-
bel (Long 1977:116).

Meget Liten o Stor Meget
liten tillit tilit ~ Badeog tillit  stor tillit

N S B S S

Uendelig
liten

Uendelig

Underliggendettillitsintensitet stor
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Kuttpunktet (verdien) meget liten tillit deler den underliggende variabelen dlik at de som har tillitsin-
tensitet lik eller mindre der kuttpunktet treffer linjen, har meget liten tillit til produsentene. De som har
hayere tillitsintensitet, har ikke meget liten tillit, dvs. de kan ha at fraliten tillit til meget stor tillit.
Ved & sette skillet pa denne méten har vi dikotomisert den opprinnelige variabelen.

Ordinal logistisk regresjon bygger imidlertid pa at en foretar tilsvarende dikotomiseringer for alle ver-
diene pa den avhengige variabelen. Den neste verdien eller kuttpunktet er liten tillit. Dette punktet
skiller mellom pa den ene siden dem som har liten eller meget liten tillit produsentene og p& den andre
siden dem som har fra bade og til meget stor tillit. Setter vi skillet pa denne méaten far vi en ny dikotom
variabel.

Ved a gjare tilsvarende for samtlige verdier gjer vi om ordinalvariabelen til et sett av dummyvariabler
som vist i tabellen nedenfor. For hver av dummyvariablene markerer verdien 1 hgy tillitsintensitet og
verdien O lav tillitsintensitet utfra kuttpunktet.

Verdier/kuttpunkter: Meget litentillit Liten tillit Bade og Stor tillit  Meget stor tillit
Ordinalvariabel 1 2 3 4 5
Dummyvariabler:

Dummy 1 0 1 1 1 1
Dummy 2 0 0 1 1 1
Dummy 3 0 0 0 1 1
Dummy 4 0 0 0 0 1
Dummy 5 0 0 0 0 0

Den siste dummyvariabelen Dummy 5 kan utelates fordi alle observasioner her vil faverdien 0. De
fem verdiene pa ordinalvariabelen kan felgelig etter denne metoden gjeres om til 4 dummyvariabler, 1
variabel mindre enn det er verdier (Agresti 1990:321). Omformingen av den opprinnelig variabelen til
et sett av dikotome variabler kalles for «collapsings of the response into binary outcomes» (Agresti
1996:212).

For hver av de dikotome variablene kan vi prinsipielt gjennomfare logistisk regresion i henhold til
framgangsmaten skissert i kapittel 2. For hver av dummyvariablene kan en beregne sannsynligheten
for &haverdien 1, basert pa en regresionsmodell hvor avhengig variabel er logaritmen av oddsen for &
haverdien 1. Vi far dafire regresjonsmodeller:

P(Dummy1=1)
1- P(Dummyl=1)

L,=In ]:bo+blxl+...+bnxn+e

m( P(Dummy2=1) 1 _ by +b,x;, +..+b,x, +e

1- P(Dummy2=1)

L,=
P(Dummy3=1)
L,=In
1- P(Dummy3=1)
.- [

=b, +bx, +..+b x, +e

P(Dummy4=1)
1- P(Dummy4=1)

In

=by +b X, +..+b X, +e
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Aberet med framgangsméten ovenfor er at vi far fire sett med koeffisienter, avhengig av hvilket kutt-
punkt (dummyvariabel) vi analyserer. Dette gir en lite heldig méte & presentere resultatene pa. Fram-
gangsméaten er heller ikke tréd med de teoretiske forutsetninger, i og med at vi antar at ordinal variabe-
len stér i forhold til en underliggende kontimuerlig intensitetsvariabel. Vi har felgelig ogsa en forestil-
ling om at de enkelte uavhengige variabler virker pa denne underliggende variabelen uttrykt ved ordi-
nalvariabelen. Vi gnsker oss derfor ett sett med koeffisienter som uttrykk for denne pavirkningen, ikke
fire ulike estimater for hver av de uavhengige variablene i modellen.

Ordinal logistisk regresjon gar derfor et skritt videre ved & beregne alle disse fire likningene simultant
under den beskrankning at hver variabel skal haidentiske koeffisientene i samtlige likninger. Noe
upresist kan en s at forutsetningen for dette er at de uavhengige variablene har identiske effekter, malt
i oddsratio, uansett hvor pa skalaen en befinner seg.?’ Vi skal senere se p& hva dette innebager.

Det er patide a galitt inn pa sannsynlighetene i ordinal logistisk regregon. De er sakalt kumulative,
dvs. at en hele tiden ser sannsynligheten for en haen verdi eller hgyere pa ordinalvariabelen i forhold
til sannsynligheten for & halavere verdier. Det innebagrer at vi kan rangere sannsynlighetene:

sannsynligheten for & ha meget stor tillit til produsentene
P(dummy4=1)
er mindre enn

sannsynligheten for & ha meget stor eller stor tillit til produsentene
P(dummy3=1)

er mindre enn

sannsynligheten for & ha meget stor, stor eller bade og tillit til produsentene
P(dummy2=1)

er mindre enn

sannsynligheten for & ha meget stor, stor, bade og eller liten tillit til produsentene
P(dummy1=1)

er mindre enn
sannsynligheten for & ha meget stor, stor, bade og, liten eller meget liten tillit til produsentene

som er lik 1.

| og med at sannsynlighetene rangeres kan ogsa logaritmen av oddsene i likningene ovenfor rangeres.
De utgjer falgelig kumultative logiter (Agresti 1990:321). Pa denne méten har vi spesifisert en rela-
sion mellom de fire likningene som kan danne utgangspunkt for beregning av et sett med koeffisienter.
Det som er konstanter () i de fire likningene ovenfor, blir i ordinal logistisk regresjon betraktet som
kuttpunkter. Disse brukes som utgangspunkt for & beregne sannsynligheter for & ha bestemt verdi pa
ordinalvariabelen gitt verdiene pa de uavhengige variablene.

Beregningsmaten av ordinal logistisk regresjon er matematisk sett mer komplisert enn for dikotom
logistisk regresjon, men falger samme prinsippet som denne. En bruker MLE for &finne estimater for
effekter og kuttpunkter som gjer det observerte materialet mest sannsynlig gitt den modellen vi har
spesifisert.

2 For en mer utferlig utlegning av dette, se Agresti (1996:212).
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Utskriften av analysen er noksa lik utskriften ved ordinaa logistisk regresion. Den eneste forskjellen er
at en nafar estimater for kuttpunkter i stedet for en konstant. Den vesentligste forskjellen er hvordan
koeffisienter skal fortolkes og sannsynligheter beregnes. Nar det gjelder signifikanstester er det sma
forskjeller i forhold til binaer logistisk regresjon. Nar det gjelder goodness of fit er det starre begrens-
ninger. | prinsippet er det utelukkende mal knyttet til log likelihoodratio som lar seg beregne. Dette vil
det bli gjort nsamere rede for i kapitlet om signifikanstesting og goodness of fit. | dette kapitlet vil vi
konsentrere oss om fortolkning og beregninger av sannsynligheter, illustrert ved noen eksempler. Ved
alle eksemplene har vi benyttet statistikkpakken Stata, fordi det ikke er mulig & foreta ordinal logistisk
regresion i SPSS.#

7.3 Eksempel 1: Lenn og kjegnn
7.3.1 Innledende krysstabell — beregning av effekter

Eksempelet tar utgangspunkt i den samme lennsvariabelen som tidligere, men i stedet for dinndele
deni to verdier, somi kapittel 2, deles den ndinni tre verdier: inntil 80 kroner timen, 80 til 115 kroner
timen og 115 kroner eller mer i timen. Krysstabellen nedenfor viser den bivariate sammenhengen mel-
lom lgnn og kjenn.

. tabulate lonn_ord kjonn, col chi2 Irchi2

timelgnn - | Kjenn
tredel t | Mann Kvi nne | Tot a
___________ e
< 80 | 218 532 | 750
| 12. 47 35.92 | 23.23
___________ e
80 - 115 | 885 797 | 1682
[ 50. 63 53.81 | 52.09
___________ P
115 < | 645 152 | 797
| 36.90 10. 26 | 24.68
___________ e
Total | 1748 1481 | 3229
| 100. 00 100. 00 | 100. 00

Pear son chi 2(2)
I'i keli hood-ratio chi2(2)

421. 8266 Pr = 0.000
446. 2895 Pr =

Tabellen viser at prosentandelen med hgy |gnn er omtrent 27 prosentpoeng hgyere for menn enn for
kvinner. Nar det gjelder kategorien middels lann er forskjellen mellom menn og kvinner relativt liten.
Andelen som har lav |ann er derimot klart sterst blant kvinner. Sammenhengen i tabellen er monoton,
dvs. at sammenhengen snur. Mens menn har den hgyeste andelen hgytlgnnede, har kvinner den hay-
este andelen lavtlgnnede.

| stedet for & beregne prosentdifferanser kan vi bruke oddsratioer som mal pa lennsforskjellene mel-
lom menn og kvinner. Vi kan sammenlikne oddsen for & befinne seg over et visst Ignnsniva for menn
og kvinner ved & dele oddsen for kvinner med den tilsvarende oddsen for menn. Vi kan beregne
falgende oddsratioer for tabellen ovenfor:

21 \Ved hjelp av loglinesere modeller kan en ogsé kjare tilnaamet logistisk regresjon pa ordinalvariabler i SPSS,
men dette forutsetter kategoriske uavhengige variabler.
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(1) Oddsratio for & ha hey eller middels |gnn:

0,54+0,10
0 Oddsen for kvinner __ 036 _ 1,78
Oddsenformenn  0,51+0,37 7,33
0,12

=0,24

Dette tallet innebager at §ansen for & ha hay eller middels Ienn (malt ved odds) for kvinner er 24% av
den tilsvarende sansen for menn.

(2) Oddsratio for & ha hay lenn:

0,10
Oddsen for kvinner  0,54+0,36 0,11
e = = = = 0,19
Oddsen for menn 0,37 0,59
0,51+0,12

Fortolkningen av denne oddsratioen er at kvinner har en sjanse for 8 ha hgy Ignn som er 19 prosent av
den tilsvarende sjansen for menn. En annen méate a kommentere denne oddsratioen paer asi at antall
personer med hgy lgnn i forhold til antall personer med lav eller middels lgnn er vesentlig lavere blant
kvinner enn blant menn.

7.3.2 Regregonsutskrifti STATA

Stata har en egen kommando for & gjennomfere ordinal logistisk regreson som heter .ologit. Dersom
vi giennomferer ordina logistisk regresjon mellom kjann og den tredelte |annsvariabelen far vi
falgende resultat:

. ologit lonn_ord kjonn

Iteration O0: Log Likelihood = -3306.934
Iteration 1: Log Likelihood =-3090.9991
Iteration 2: Log Likelihood =-3086.3697
Iteration 3: Log Likelihood =-3086.3488
Ordered Logit Estimates Nunber of obs = 3229
chi 2(1) = 441.17
Prob > chi 2 = 0. 0000
Log Li kel i hood = -3086. 3488 Pseudo R2 = 0. 0667
lonn_ord | Coef . Std. Err. z P>| z| [95% Conf. Interval]
_________ g
kjonn | -1.490325 . 0742623 -20.068 0.000 -1.635876  -1.344773
_________ o e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e m e m e m—— - =
_cutl | -2.03552 . 0635271 (Ancillary paraneters)
_cut2 | . 565102 . 0483433

Analysen gir en koeffisient for kjgnnvariabelen. | tillegg far vi to kuttpunkter, ett kuttpunkt mindre
enn antall verdier pa den avhengige variabelen. Kuttpunktene og kjgnnskoeffisienten kan na benyttes
til & beregne odds, oddsratioer og sannsynligheter.
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Det ferste en kan merke seg er fortegnet pa kjannskoeffisienten. Koeffisienten er negativ, dvs. at
kvinner har en starre sanse for & «<havne« i den lave enden av skalaen enn menn, dvs. har at oddsen
for ahahgy Ignn er mindre for menn enn for kvinner. Dette er i tréd med analysen av krysstabellen
ovenfor.

7.3.3 Beregning av odds og oddsratioer

Vi kan na beregne blant annet beregne oddsen for & ha middels og hay |@nn og oddsen for & ha hay
lann ved hjelp av felgende formel:

P |_ o BXihctDxy )k
1-p

Legg merke til at kuttpunktene fungere noe annerledes en konstant ved utregningen av oddsen. Mens
konstanten legges il resultatet fraregresjonslikningen, trekkes kuttpunktet i fra.

(1) Oddsfor & ha hay eller middels hay lenn:

For & beregne dette mavi bruke det farste kuttpunktet fordi dette skiller mellom lav lenn pa den ene

siden og middels’hgy 1enn pa den andre. Det farste kuttpunktet er estimert til —2,03. Beregnede odds
blir da:

for menn: (—1 P ] =¥ 28 2B =761
-p

Fortolkning: Det er en sterk overvekt av personer med hegy eller middels hgy |ann blant menn.

for kvinner: (%) — e(1X—1,49)——2,03 _ e0,54 _ 1,72
-p

Fortolkning: Det er ogsa en overvekt av personer med hay eller middels hay |ann blant kvinner, men
palangt naar sa stor som hos menn. Det ser vi ndr vi beregner forholdet mellom oddsene, oddsratioen:

1,72
7,61

0 =0,23

Sjansen for & ha hgy eller middels hay Ignn for kvinner er bare 23% av den tilsvarende sjansen for
menn. N&r vi beregnet oddsratioen direkte ut fra krysstabellen fikk vi 0,24. Samsvaret mellom disse to
beregningene er meget godt.
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(2) Oddsfor & ha hgy lann:

For & beregne dette ma vi bruke det andre kuttpunktet fordi dette skiller mellom lav/middels lann pa
den ene siden og hay |gnn pa den andre. Det andre kuttpunktet er estimert til 0,57. Beregnede odds blir
da

for menn: (%] = @& 149057 _ 7057 _ 0 57
-p

Fortolkning: Det er et mindretall blant mennene som har hgy Iann. Andelen med hgy Iann er 57
prosent av andelen som ikke har hay lgnn.

for kvinner: (%] = gl 149)-057 _ o206 _ (13
-p

Fortolkning: Blant kvinner er det ogsa et mindretall som har hay |ann og denne andelen er langt
mindre enn blant menn. 1gjen gjenspeiles dette i oddsratioen:

013
057

0 =0,23

Ogsa her er kvinnenes sjanse for ha hgy Ignn lik 23 prosent av mennenes sjanse. Nar vi beregnet
oddsratioen direkte fra krysstabellen fikk vi 0,19. Samsvaret er ikke sa godt som for den ferste
kategorien, men malikevel sies avaae tilfredstillende.

Vi ser at regresonsmodellen gir en rimelig bratilneaming til odds og oddsratioer som vi beregnet ut
frakrysstabellen ovenfor. Vi ser ogsd at ordinal logistisk regresjon forutsetter, slik vi nevnte ovenfor,
at effekten ,malt i log odds eller oddsratio, er konstant uansett for hvilke verdier pa den avhengige
variabelen vi beregner for. Effekten av kjann, eller forskjellen mellom kvinner og menn malt i
oddsratio, er hele tiden

=€’ =e1% =023

dvs. antilogaritmen av kjannskoeffisienten. Denne beregningsmaten er en raskere mate 8 komme fram
til resultatene i regneeksemplene ovenfor.

7.3.4 Beregning av sannsynligheter

Som nevnt er ikke odds og oddsratioer enkle & forsta substansielt. Vi kan imidlertid innenfor ordinal
logistisk regresion beregne sannsynligheter palik linje med det vi gjorde i kapittel 2. Formelen for
dette er:
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1

p= 1+ e(b1x1+...+bnxnyk

Det er viktig & huske at det vi arbeider med i ordinal logistisk regresion er kumulative sannsynligheter.
For & beregne sannsynligheten for a havnei laveste |gnnskategori bruker vi kuttpunkt 1. For & beregne
sannsynligheten for ahavnei laveste eller midterste |gnnskategori bruker vi kuttpunkt 2. Sannsynlig-
heten for Avagei laveste, midterste eller hgyeste lennsgruppe er selvfglgelig lik 1 (det finnesingen
andre muligheter).

Beregningen av sannsynligheter skjer i to trinn:

@ Farst beregnes resultatet av uttrykket:
(bx, +...+b x )k

hvor k betegner det aktuelle kuttpunktet.

2 Deretter settes dette resultatet inn i formelen:

1

p= (byXq+..tbpx -k

1+e€

Dermed er den kumulative sannsynligheten beregnet

| vart eksempel innebagrer det falgende beregning av sannsynligheter:

Mann Kvinne
Sannsynlighet for lav lann
1 1
(kuttpunkt = -2,04) P= 14 o L490-(-2.04) =012 p= 14 e H491-(-209 =037
Sannsynlighet for lav eller
middels |ann o- 1 064 ) 1 089
T, A l4%0057 = 1491057
(kuttpunkt = 0,57) 1+e 1+e
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De kumul ative sannsynlighetene ma deretter regnes om til sannsynligheter:

Menn Kvinner
Sannsynlighet for lav lann =
ingen beregning nadvendig 0,12 0,37
Sannsynlighet for middels lenn =
sannsynlighet for lav og middels [ann
minus sannsynlighet for lav lann 0,64-0,12=0,52 0,89 -0,37=0,52
Sannsynlighet for hay lgnn =
1 minus sannsynlighet for lav og 1-064=0,36 1-089=0,11
middels |ann

Vi ser at de beregnede sannsynlighetene stemmer svaat godt overens med frekvensenei tabellen. Det
vil imidlertid ikke negdvendigvis alltid vazretilfelle.

7.3.5 Signifikanstester

Kjgnnskoeffisienten har i falge regresonskoeffisienten en asymptotisk standardfeil pa 0,07. Dersom vi
deler koeffisienten pa standardfeilen far vi en z-verdi pA—20,01. Dete innebager at kjannskoeffisienten
er signifikant forskjellig franull og vi far stette for en hypotese om det er en sammenheng mellom
kjann og lannsniva.

Som tidligere nevnt forutsetter denne testen et stort utvalg. Alternativt kan vi derfor teste forskjellen i
log-likelihood mellom den aktuelle modellen og en modell som bare inkluderer konstanten (jf. avsnitt
4.1). Denne testen er ogsa oppgitt pa STATA-utskriften. Forskjellen er:

> =(-2) x (InLo—InLy) = (- 2) x (- 3306,93 - - 3086,35) = 441,16
Denne er signifikant med en frihetsgrad (fordi vi har inkludert en variabel). Det innebaarer at modellen
med kjgnn som uavhengig variabel gir en sterkt signifikant bedre log-likelihood enn en modell med
bare en konstant.
Vi ser ogsd at Stata oppgir pseudo-R? for ordinal logistisk regresjon. Som nevnt er denne vanskelig &

fortolke og ber benyttes med forsiktighet, fortrinnsvis til & sammenlikne hva som skjer nar en inklu-
derer flere uavhengige variabler i en modell.

7.4 Eksempel 2: Lonn, kjgnn og utdanning
7.4.1 Utskrift og tolkning av koeffisienter

Vi utvider na det bivariate eksempelet ovenfor ved atrekke inn ytterligere en uavhengig variabel,
nemlig utdanning. Antakelsen bak modellen er at sannsynligheten for & havne i ulike lannskategorier
henger sammen forskjeller i kjann og utdanningslengde. Nedenfor ser vi utskriften fra Stata:
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. ologit lonn_ord kjonn utdaar

Iteration 0: Log Likelihood = -3213.787
Iteration 1: Log Likelihood =-2732.3212
Iteration 2: Log Likelihood =-2714.5398
Iteration 3: Log Likelihood =-2714. 2557
Iteration 4: Log Likelihood =-2714. 2556
Ordered Logit Estimates Nurmber of obs = 3152
chi 2(2) = 999. 06
Prob > chi2 = 0.0000
Log Likelihood = -2714. 2556 Pseudo R2 = 0. 1554
lonn_ord | Coef . Std. Err. z P>| z| [95% Conf. Interval]
_________ e mcm e emeeceeem-mmemmecmsmmemmememsmmsmmmesmsmmsmmessmsasmmesmsm-easmeacasme-a-macam-====
kjonn | -1.489244 . 0772989 -19.266 0.000 -1.640747  -1.337741
ut daar | . 3482134 . 015877 21.932 0.000 . 317095 . 3793318
_________ Ao e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e m e — i m i — - =
_cutl | -1.270273 . 073142 (Ancillary paraneters)
_cut2 | 1.743937 . 0755401

Kjannskoeffisienten endrer seg ikke nar vi inkluderer utdanning. Det innebagrer at det er liten sam-
menheng mellom de to uavhengige variablene. Fortolkningen er at kvinner har en starre §anse for aha
lav verdi og mindre sjanse for & ha hgy verdi pa den avhengige variabelen enn menn. Oddsen for & ha
hgy lann er mindre for kvinner enn for menn, mens oddsen for a halav lann er starre.

Utdanningskoeffisienten er positiv. Det innebaarer at jo lengre utdanning respondentene har, jo mer
sannsynlig er det at de befinner seg i det gvre lannsnivaet. Antall respondenter med hgy lann i forhold
til de andre gker med utdanning. Det samme gjar forholdstallet mellom antall respondenter med hay
og middels hgy 1gnn og de med lav lgnn.

Begge koeffisientene er sterkt signifikante (z-test). Vi far med andre stette for hypotesene om at

| gnnsniva henger sammen med bade kjann og utdanning. Alternativt kan vi stette oss pa
kjikvadratesten av forskjellen i log likelihood mellom modellen ovenfor og en modell med bare en
konstant. Vi ser at denne forskjellen er signifikant med to frihetsgrader (vi har inkludert to variabler i
modellen).

Det er ogsa mulig ateste forskjellen i log-likelihood mellom den bivariate modellen vi analyserte i
forrige avsnitt og den trivariate modellen ovenfor. Denne testen forutsetter at antallet observasjoner er
likt i de to modellene. Dette er ikketilfellei vart eksempel, noe som antakelig skyldes at en del
respondenter ikke har oppgitt utdanningslengde. Vi kan derfor derfor ikke gjere denne testen med
mindre vi tar ut de manglende observasjonene ogsai den bivariate modellen (slik vi gjorde i eksem-
pelet i kapittel 2). Stat kan teste forskjellen i log likelihood mellom ulike modeller ved hjelp av
kommandoen .Irtest.?2

7.4.2 Beregning av sannsynligheter og grafisk presentason

Sammenhenger mellom avhengig variabel og uavhengige variabler paforholdstallsniva kan det vaare
interessant & presentere grafisk. En méa da beregne sannsynligheter for ulike verdier pa den aktuelle
uavhengige variabelen, gitt en bestemt kombinasion av verdier pa de andre uavhengige variablene. |
vart eksempel kan det vage interessant dillustrere sammenhengen mellom utdanning og lennsniva for
henholdsvis menn og kvinner. Formlene for & beregne sannsynligheter er de samme som i forrige

2 Et eksempel pa dette er vist i kapittel 4.
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eksempel, men nd ma bade kjanns,- og utdanningsvariabelen tasi betraktning. Dette blir fort mange
beregninger, slik at det er mest hensiktsmessig a foretadem i et regneark, for eksempel Excel. Neden-
for ser vi et oppsett for beregning av sannsynligheter basert p& modellen ovenfor.

Variabel Estimat

Kjgnn -1,1489244
Utdanning 0,3482134
Kutt 1 -1,270273
Kutt 2 1,743937

Sannsynligheter

Kjgnn Menn Kvinner

Lennsniva Lav Middels Hoy Lav Middels Hoay

Utdanning 0 0,21921052 0,63197592 0,14881355 0,46970002 0,4777924 0,05250758
1 0,16541372 0,63609069 0,19849559 0,38471992 0,54249322 0,07278686
2 0,1227438 0,6175527 0,2597035 0,30623608 0,59369279 0,10007112
3 0,08989536 0,57813648 0,33196815 0,23758079 0,62633732 0,13608188
4 0,06518455 0,52169572 0,41311972 0,18031686 0,63725878 0,18242436
5 0,04691619 0,45380131 0,4992825 0,13442174 0,62541678 0,24016148
6 0,03358372 0,38092837 0,58548791 0,09880005 0,59193992 0,30926003
7 0,02394483 0,30929749 0,66675769 0,07183469 0,54007998 0,38808533

Legg merke til at summen av sannsynligheten for ahalav, middels og hgy lenn for en gitt kombina-
sion av kjgnn og utdanning (kovariat) alltid blir 1. For menn med 1 ars utdanning er for eksempel
summen av sannsynlighetene: 0,22+0,63+0,15=1.

Det er mange mater & presentere sannsynlighetene ovenfor pa. Dersom vi gnsker & sammenlikne menn
og kvinner i ett eneste diagram, kan det enkleste vaae a velge en bestemt verdi pa den avhengige
variabelen og illustrere sannsynlighetskurven for denne. Dersom vi for eksempel velger verdien hgy
lenn, kan vi lage falgende diagram som viser sammenhengen for henholdsvis menn og kvinner:

——Menn
= Kuvinner

Andel/sannsynlighet
o
&

Utdanning i &r

Figuren viser at sannsynligheten for & ha hgy 1@nn stiger med utdanning bade for menn og kvinner.
Menn har en hgyere sannsynlighet, men stigningen for kvinner er sterkere etter hvert. Figuren gir et
ryddig bilde, men en mister detaljinformasjon om de andre verdiene pa den avhengige variabelen.



En intuitiv innfering i logistisk regreson Side 76

Alternativt kan vi tegneinn alle verdiene, men det er da vanskelig & fa med sammenhengen for bade
menn og kvinner i samme diagram. Nedenfor ser vi utviklingen i sannsynlighet for & ha henholdsvis
lav, middels og hgy lenn for kvinner:

Kvinner

| |= -Lav
= = +Middels
Hay

Andel/sannsynlighet
o
(%))
t
Ay

Utdanning i &r

Vi ser at den predikerte andelen som har lav |gnn synker relativt raskt, mens andelen med hagy lgnn
stiger. Sannsynligheten for atilhare den midterste gruppen stiger fram til 4 &rs utdanning for deretter &
synke.

En annen mate dillustrere sammenhengen pa kan vagre a bruke kumulative diagrammer, hvor linjene i
diagrammet legger seg oppa hverandre, slik det er vist nedenfor. Dette kan vaae en fin méte &
illustrere «sammensetningen» eller den betingede fordelingen pa den avhengige variabelen ved ulike
verdier pa den uavhengige variabelen.
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Vi ser at andelen med lav Ignn blant menn er forholdsvisliten, selv ved lav utdannelse og at den
synker ytterligere nr utdanningen gker. Ved utdanning = 0 er det gruppen med middels Ienn som
dominerer, men utdanning lik 6 ar eller hayere, dominerer gruppen med hgy lann.
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8 Oppsummering

Notatet heter en intuitiv innfering i logistisk regresion. Dette er antakelig en tittel som vil provosere
fordi notatet tross alt inneholder mye formler og beregninger. Det som forsvarer tittelen er likevel at
hovedprinsippet bak logistisk regresion er forsekt forklart mest mulig intuitivt. Den matematikken
som er inkludert, er hovedsakelig motivert ut fra behovet for & gjere en del egne beregninger nér en
gjer logistisk regresion. Det er ikke noe problem afa et statistikkprogram til & gjere tilsvarende
beregninger. Stata har f.eks. funksjoner som kan brukestil & gjare de samme beregningene og ikke
minst lage plot av de beregnede sannsynligheter. A fatil gode plot er imidlertid vanskelig nér antallet
uavhengige variabler gker, noe som henger sammen med at plot i Stata baserer seg pa observasjoner i
materialet. Fordelen med a bruke et regneark, som Lotus eller Excel, er at en kan framstille selve
regresjonslikningen, uavhengig av hvor mange observasjoner som tilfredsstiller de kriterier vi setter.

Tabellen nedenfor viser en oppsummering av forholdet mellom de tre former for logistisk regresjon
som er giennomgétt i dette notatet.

Typelogistisk | Maleniva pa Flere koeffisien-  Omgjering av avhengig variabel

regreson avhengig variabel ter pr. variabel

Binae Dikotom Nei Nei

Multinomisk | Nominal Ja Odds mellom enkeltverdier og referanseverdi
Ordinal Ordinal Nei Odds mellom kumulativ sannsynligheter

Hovedprinsippet er at avhengige variabler med mer enn to verdier ma gjare om til flere dikotome
avhengige variabler. Det medfarer at man i multinomisk logistisk regregon far flere koeffisienter for
hver variabel, mens man i ordinal logistisk regresjon far en koeffisient.

Logistisk regresion byr pa store fordeler nér det gjelder analyse av «kvdlitative» variabler. Samtidig er
det viktig & hai mente at ogsa denne analyseteknikken bygger pa forutsetninger. Den viktigste
forutsetningen er formen pa den avhengige variabelen — S-kurven. Dersom det ikke er meningsfylt at
sannsynlighetene/andel ene falger denne kurven, ma andre modeller benyttes,

Det sterste problemet med logistisk regresion er formidling. Resultatene er ikke intuitivt |ette a forsta
og stiller store krav til presentasjon. Vi har viet en stor del av dette notatet til denne siden av
formidlingsarbeidet. Formidling byr pa ekstraarbeid for forskeren, men en vil som regel oppleve at
ulike framstillingsteknikker ogsa byr pa gkt innsikt. | det hele tatt krever logistisk regresion en mer
kritisk og aktiv holdning fra forskeren pa flere méter. | tillegg til utfordringer nar det gjelder
presentasjon gir ikke logistisk regresjon enkle mal pa goodnes of fit slik OLS gjar. PA mange mater er
dette bare en fordel siden det gker bevisstheten omkring modellspesifiseringen. Det er viktig a teste
ulike modeller opp mot hverandre, men da ma det gjares ved hjelp av likelihoodtesten og ikke ved
blind maksimering av R%
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